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Multimi de formule

Vom introduce acum alte semnificatii ale lui |=.

Fie I C E(Q). Pentru orice e : Q — 2, spunem c3 e satisface I
sau c3 e este model pentru I, si scriem e =T, dacd pentru orice
¢ €T, e = . Multimea modelelor lui I se noteazd cu Mod(T).

Spunem c3 [ este satisfiabila dac3 existd e cu e =T, i.e. dacd
Mod(I') # (0, si ca este nesatisfiabila dac3 nu este satisfiabil3, i.e.
dacd Mod(T) = 0.

Observam c3, pentru orice e : Q — 2 si ¢ € E(Q), e = {¢} dac3
si numai dacd e = ¢.

O multime se numeste finit satisfiabila dac3 orice submultime
finita a sa este satisfiabil3.



Leme

Fiel C E(Q), A CT siee€ Mod(I'). Atunci e € Mod(A).

Demonstratie

Fie ¢ € A. Atunci ¢ € T si deci e E .

Fie I C E(Q) si A C T nesatisfiabila. Atunci I este nesatisfiabila.

Fiel C E(Q) si e: @ — 2. Atunci e =T daca si numai dac3
pentru orice A C T finitd, e = A.

Implicatia ,,=" este data de prima lem3. Pentru ,<", fie p € T.
Atunci {p} C T finitd, deci e = {¢}, i.e. e = .




Deductie semantica din multimi

Fiel C E(Q) si ¢ € E(Q). Spunem cd din I se deduce semantic
¢ si scriem ' |= ¢ dacd pentru orice e cu e =T avem e = ¢, i.e.
dacd Mod(I') € Mod(y).

Se observd ca, pentru orice ¢ € E(Q), avem () |= ¢ dacd si numai
dacd = ¢, iar pentru orice , ¥ € E(Q), {¢} = ¢ dacd si numai
dacd ¢ = 9.

FieT CE(Q), ACTsipe E(Q)cul k. Atunci T |= .

Demonstratie
Fieecuel=T. Cum ACT, e= A, deci e | ¢.




Leme

Lema

Fie I C E(Q). Atunci I este nesatisfiabild dac3 si numai dacd
r= L.

Demonstratie

Pentru ,,=", fie e cu e =T. Dar aceasta este imposibil, in
particular e = L. Pentru ,,<", presupunem c3 I este satisfiabild si
fie e un model al sdu. Atunci e = L, contradictie!

Lema

Fiel C E(Q) si ¢ € E(Q). Atunci I' = ¢ daca si numai daca
U {—¢p} este nesatisfiabil3.

Demonstratie

Pentru ,,=", fie e =T U{—p}. Atunci e =T si deci e |= ¢,
contradictie cu e = —p. Pentru ,<", fie e =I. Dacd e |~ ¢,
atunci e = - si deci e =T U {—p}, contradictie!




Teorema deductiei semantice

Fiel C E(Q) si ¢, ¥ € E(Q). Atunci ' U{¢} = v dacd si numai
daca T = ¢ — 9.

| A

Demonstratie

Avem:

FrUu{e} =9 < pentru orice e =T U {p}, e =9
< pentruoricceecuel=TsieEp ey
< pentru orice e =T, e |= ¢ implicd e = ¢
& pentru orice e =T, e (¢) = 1 implicd e (v) =1
& pentru orice e =T, et () < et (¥)
& pentruorice e =T, et (¢) = et (v) =1
& pentruorice e =T, eT(p — ¢) =1
< pentruorice e =T, el — 1
ST Ee—.




Teorema de compacitate

Urmatorul rezultat este central in ceea ce priveste deductia
semantica din multimi de formule.

Teorema de compacitate — versiunea 1 (TK1)

Fie I C E(Q) si ¢ € E(Q). Atunci I |= ¢ dacd si numai dac3
existd A C T finitd cu A E .

Rezultatul este exprimat uneori si sub urmatoarea forma.

Teorema de compacitate — versiunea 2 (TK2)

O multime de formule este satisfiabild daca si numai daca este finit
satisfiabila.




Implicatiile triviale

Vom fincepe prin a arata ca fiecare dintre versiuni are o implicatie
care este imediata.

Teoremd (TK1<«=)

Fiel C E(Q) si ¢ € E(Q). Presupunem c3 existda A C T finitd cu
A E p. Atunci T | o.

Demonstratie

| \

Este un caz particular al unei leme precedente (unde nu aveam
ipoteza de finitudine).

Teoremd (TK2=)

Fie ' C E(Q) satisfiabila. Atunci I" este finit satisfiabila.

Demonstratie

Fie A CT finita. Cum [ este satisfiabil3, exista e = I'. Dar atunci
e = A, deci A este satisfiabila.




Echivalenta dintre implicatiile netriviale

Urmatorul pas constd 1n a arata c3a cele doua implicatii netriviale
sunt echivalente intre ele.

Teoremd - (TK1=) = (TK2<«)

Presupunem c3 pentru orice [ C E(Q) si p € E(Q) cu T = ¢,
existd A C T finitd cu A |= . Atunci orice multime finit
satisfiabila este satisfiabila.

| \

Demonstratie

Fie " finit satisfiabila. Presupunem ca [ este nesatisfiabila. Atunci
= L si, deci, existd A C T finitd cu A |= L. Dar atunci A este
nesatisfiabild, ceea ce contrazice faptul ca I este finit satisfiabila.
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Echivalenta dintre implicatiile netriviale

Teoremd — (TK2«<) = (TK1=)

Presupunem c3 orice multime finit satisfiabild este satisfiabila.
Atunci, pentru orice ' C E(Q) si ¢ € E(Q) cu I |= ¢, exista
A CT finitd cu A | .

Demonstratie

Fiel CE(Q)sip€ E(Q)cul |=¢. Atunci ' U {—p} este
nesatisfiabil3 si, deci, existda ¥ C I' U {—¢} finitd nesatisfiabila.
Luam A :=X NT. Clar, A este o submultime finitd a lui I'.
Ramane de ardtat cd A = . Cum X C T U {—p}, avem:

T=Xn(U{-¢})=(EnNU(EZn{-¢})
=AU(ZN{-¢p}) CAU{-p}.

Cum X este nesatisfiabil3, rezultd c3 si A U {—p} este
nesatisfiabild, deci A = .




Ultraproduse

Ne mai ramane de demonstrat oricare dintre acele implicatii
netriviale despre care am aratat ca sunt echivalente. Instrumentul
principal Tn acea demonstratie va fi conceptul de ultraprodus.

Fie I o multime nevid3 si e = (e;);es o familie de evaludri (elemente
ale lui 29). Fie U un ultrafiltru pe /. Numim ultraprodusul lui e
relativ la U functia eV : Q — 2, definit3, pentru orice x € Q, prin

edx)=1:a{icl|e(x)=1} € U.



Teorema fundamentala a ultraproduselor

Teorema fundamentald a ultraproduselor (£o3)

Fie I o multime nevid3, e = (&) o familie de evaludri si U un
ultrafiltru pe /. Atunci, pentru orice x € E(Q),

el=xe{icl|el=x}eU.

Demonstratie

Demonstram prin inductie structurald dupa x. Cazul y € Q este
evident. Presupunem acum c3 y = L. Cum eV }£ 1, iar
{iel|e L} =0¢ U, concluzia rezults imediat.




Teorema fundamentala a ultraproduselor

Demonstratie (cont.)

Presupunem acum ca exista ¢, ¥ cu x = ¢ — . Notam
A, ={ielle=p}tsiAy={icl|e =1} Atunci

lEpspeeltpsanel =y
&S A, g€ Usau Ay e U
(din ipoteza de inductie)
&S I\A, € Usau Ay € U
(U fiind ultrafiltru)
< (INA))UA, e U
(U fiind ultrafiltru)
s{iel|leFpsaue =9} el
s{iellelEp—y}el.




Teorema fundamentala a ultraproduselor

Teorema fundamentald a ultraproduselor — versiunea 2

Fie | o multime nevid3, e = (e;);c; o familie de evaluari si U un
ultrafiltru pe /. Atunci, pentru orice A C E(Q) finita,

lEns{icl|el=A}eU.

Demonstratie

Demonstram prin inductie dup3 cardinalul lui A. Dacd A = (),
atunci eV = Asiavem {i € /| e = A} = 1€ U (U fiind filtru).




Teorema fundamentala a ultraproduselor

Demonstratie (cont.)

Presupunem acum c3 existd n € N astfel incat |A| = n™ si ludm
FrCEQ)sipe E(Q)culll=nsi A=TU{p}. Atunci avem

elEAseVETsie Ep

a{icl|leETteUsiel =¢p

(din ipoteza de inductie)
e{ielleETteUsi{iel|lelE=ptelU

(din teorema fundamental3)
s{iel|leETIn{icel|eEpteU

(U fiind filtru)
s{iel|leETsielE=pteU
s{iellelE=A}eU.




Demonstratia teoremei de compacitate

Putem, acum, in sfarsit, demonstra teorema de compacitate.

Teoremd (TK2«)

Fie I C E(Q) finit satisfiabild. Atunci I este satisfiabila.

Demonstratie

Fie 1 :=29 £ si J:= Pgn(F) = {A € P(I') | A finit3}. Definim
familia de evaludri e = (&;);es astfel incat, pentru orice i € |,
€ = i.

Fie U un ultrafiltru pe /. Atunci eV =T dac3 si numai dac,
pentru orice A € J, eV = A daci si numai daci, pentru orice

A e J {iel|e = A} e U. Notdm, pentru orice A € J,
San:={i€l|e = A}. Pentru a ardta ca I' este satisfiabild, este
suficient, deci, sa gasim un ultrafiltru U care include {Sa | A € J},
i.e. sd aratdm cd {Sa | A € J} are proprietatea intersectiilor finite.




Demonstratia teoremei de compacitate

Demonstratie (cont.)

Vom ardta chiar mai mult, anume cd {Sa | A € J} are
proprietatea tare a intersectiilor finite, i.e. ca:

@ pentru orice A € J, Sp # 0;
@ pentru orice A1, Ap € J, existd A € J cu Sa, N Sa, = Sa.

Prima proprietate este imediata, din ipoteza. Pentru a doua, fie
A1, Ay € J. Atunci A UAs € J si avem

SAlﬂsAz:{I'EIIGI':A1$i ei):AQ}
={iel|e k= A1UA} =5a,0n,,

deci putem lua A := A; U Ay. Demonstratia este, deci, ncheiata.

A se observa c3 in aceastd demonstratie, spre deosebire de cele
precedente, s-a folosit Axioma alegerii, dar doar via Teorema de
existentd a ultrafiltrului (strict mai slaba ca axioma), despre care se
poate ardta ca este echivalenta cu Teorema de compacitate.



O aplicatie a teoremei de compacitate

Vom arata acum un mod de a aplica aceasta teorema.

Numim graf (neorientat) o pereche (A, R) astfel incit R este o
relatie ireflexiva si simetricd pe A. Un graf (A, R) se numeste finit
dacd A este finita. Dacd (A, R) si (B, S) sunt grafuri, spunem c3
(B, S) este subgraf al lui (A,R) dacd BC Asi S C R. Dac3

k € N, o k-colorare pe un graf (A, R) este o functie f : A — k
astfel incat pentru orice x, y € A cu xRy, avem f(x) # f(y) -
dacd existd o asemenea functie, spunem c3 (A, R) este k-colorabil.

Vom demonstra urmatorul rezultat.

Teorema

Fie k € N. Atunci un graf este k-colorabil daca si numai dac3 orice
subgraf finit al sau este k-colorabil.




O aplicatie a teoremei de compacitate

Implicatia ,,=" este imediata: fie (A, R) un graf si fie (B, S) un
subgraf finit al sdu. Atunci, dac3 f este o k-colorare a lui (A, R),
avem cd fg este o k-colorare a lui (B, S).

Demonstram implicatia ,,<". Fie (A, R) un graf. Ludm Q astfel
incdt QN{L,—} =0si|Q| =|A X k| (un asemenea Q exista

dintr-o propozitie anterioard). Fixdm o bijectie ¢: A x k — Q si
notdm, pentru orice a € Asi i € k, q(a,i) cu v, ;. Fie multimile:

M= {Va,O V...V Vak_1 ’ ac A}
F2 = {v37;—>ﬂvaJ ‘ aEA,i,_jEk,i<j}
M3 :={=(vaiAvpi)|abecAaRb,i<k}

sil =T Ul UTls.



O aplicatie a teoremei de compacitate

Vom arata ca [ este finit satisfiabila. Atunci, din Teorema de
compacitate, I este satisfiabil3d si, deci, existd e =I'. Se poate
atunci defini o k-colorare f : A — k, punand, pentru orice a € A si
i€k,

f(a)=1i:< e(vai) =1
Pentru a demonstra c3 [ este finit satisfiabild, fie A C T finita.
Atunci

B:={acA|existd i < k, p € A cu v,; € Var(p)}

este finitd. Notdm S := RN (B x B). Atunci (B, S) este un
subgraf finit al lui (A, R) si deci admite o k-colorare g : B — k.
Definim e : @ — 2, punand, pentru orice a € B si i € k,

e(var) = 1:6 g(a) =,

iar pentru a € B si i € k, punem e(v,;) := 1. Atunci e = A.



Spatii topologice

Ne putem pune intrebarea dacd Teorema de compacitate are vreo
legatura cu notiunea de compacitate Tn spatii topologice.
Raspunsul este afirmativ si 1l vom detalia in continuare. Pentru
inceput, reamintim definitia spatiului topologic.

Definitie

Un spatiu topologic este o pereche (X, 7) unde 7 C P(X) si:
o ), Xer;
@ pentru orice A, Ber, ANB € T;
@ pentru orice familie (A;);c; de elemente ale lui 7, avem
UicAieT.
Elementele lui 7 se numesc deschisii spatiului. Submultimile A ale
lui X cu X\ A € 7 se numesc inchisii spatiului.




Spatii topologice definite prin inchisi

Spatiile topologice se pot defini si ludnd notiunea de inchis ca fiind
primara.

Definitie

Un spatiu topologic este o pereche (X, p) unde p C P(X) si:
o (), X ep;
@ pentru orice A, B € p, AU B € p;

@ pentru orice familie (A;);c; de elemente ale lui p (cu I # 0),
avem (;c, Ai € p.




Spatii asociate logicii propozitionale

Putem defini p C P(29) ca fiind multimea tuturor multimilor de
forma Mod(T), cu T C E(Q). Aritim c3 (29, p) este spatiu
topologic (definit prin inchisi).

Clar, ) = Mod({L}) € p si 22 = Mod(0) € p.

Fie (I'/)ies o familie de multimi de formule. Atunci

() Mod(T;) = Mod (U r,-) € p.

iel i€l

Ramaéane de ardtat conditia din mijloc.



Spatii asociate logicii propozitionale

Fie acum 'y, a2 € E(Q). Vrem s3 aratdm c3 existd [ C E(Q) cu
Mod(1) U Mod(I'2) = Mod(T).
Luam M:={pVy|pel, el

Pentru implicatia ,,C", fie w.l.o.g. e € Mod(I'1). Vrem e =T. Fie
pelisiyel, ViemelE V. Cum p €T, e = ¢, deci
eEpV.

Pentru implicatia ,,2", fie e € Mod(I") si presupunem

e & Mod(I'1), deci existd ¢ € '1 cu e = p. Vrem e € Mod(I2).
Fiep el CumpVy elsiel=T, avem e = V. Cum

e = ¢, avem e = 1.



Compacitate

Faptul c3 un spatiu topologic (X, 7) este compact se defineste de
obicei astfel: pentru orice familie de deschisi (A;);cs cu
Uies Ai = X, avem ca exista J C [ finita cu J;c; Ai = X.

Notiunea se poate reformula, in functie de inchisi, astfel: pentru
orice familie de inchisi (A;)ics cu I # () cu proprietatea c3, pentru
orice J C [ finitd nevid3, ;e Ai # 0, avem cd (;c; Ai # 0.



Teorema de compacitate 3

Putem, acum, reformula teorema de compacitate.

Teoremd (TK3)

Spatiul topologic (definit prin inchisi) (29, p) este compact.

Demonstratie

Fie (I'1)ics cu I # () o familie de multimi de formule. Presupunem
cd, pentru orice J C / finitd nevida, ;c; Mod(l';) # 0 — cum
Nicy Mod(T';) = Mod (U;c, i), aceasta inseamnd ca |J;c, I'; este
satisfiabild. Vrem s3 ardtdm c3 (;c; Mod(T;) # 0. Cum

Nic; Mod(T;) = Mod (U Ti), ramane de aratat, tinand cont de
(TK2<«=), cd U, I'i este finit satisfiabild. Fie A C |J;¢, I finita.
Atunci exista J C / finita nevidd cu A C J;c, 7. Cum ;e T
este satisfiabila, avem ca si A este satisfiabila.




Echivalenta

Mai putem ar3dta si ca aceasta forma este echivalentd cu cele
dinainte.

Teoremd — (TK3) = (TK2«)

Presupunem c3 spatiul topologic (definit prin inchisi) (29, p) este
compact. Atunci orice multime finit satisfiabila este satisfiabila.

Demonstratie

Fie I C E(Q) finit satisfiabild. Vrem s3 ardtdm c3 I este
satisfiabild. Putem presupune ' # (). Pentru orice ¢ € I, putem
pune [, := {¢}. Fie A CT finitd nevida, deci A este satisfiabila.
Avem c3 (N,ep Mod(T'y) = Nyen Mod(p) = Mod(A) # 0. Din
compacitatea spatiului, avem (,cr Mod(I') # (). Cum

Nper Mod(Ty) = Nyer Mod(p) = Mod(T'), avem ca I este
satisfiabila, ceea ce trebuia demonstrat.




