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1 Preliminarii algebrice (partial recapitulativ)

O privire detaliatd asupra algebrei universale (multisortate), logicii ecuationale gi rescrierii, concentrata
pe aga-numitul punct de vedere local, se poate gisi in cartea [3].

1.1 Despre multimea vida

Reamintim c#, pentru orice A gi B, o functie de la A la B este un triplet f = (A4, B, R) unde R C Ax B
si pentru orice a € A existd si este unic un b € B cu (a,b) € R si care este notat cu f(a). Sintagma ,, f
este o functie de la A la B” se prescurteazi prin f: A — B.

Fie A o multime. Fie f = (0, A, R) o functie de la ) la A. Atunci R C ) x A =0, deci R = {). Invers,
avem ci (0, A, D) verificd in mod trivial conditia din definitia functiei. Agsadar, pentru orice multime A
existd si este unica o functie de la ) la A, anume (@, 4, ?), si spunem ci () este multimea initiala. De
aceea, avem ci, A este o multime cu un singur element, si o definim ca fiind {0}.

Fie f = (A,0, R) o functie de la A la ). Dacid A = (), atunci, din cele de mai sus, f = (0,0,0).
Daca A # ), atunci, luand un a € A arbitrar, am avea ci existd un b € 0 cu (a,b) € R, ceea ce este
o contradictie, dat fiind c& nu exista b € (). Asadar, nu existd nicio functie de la o mul{ime nevida la
multimea vida.

Fie X acum o multime cu un element — de exemplu, putem lua X := {0}, dar alegerea precisa a lui X
nu va conta.

Atunci existd o unica functie de la A la X, anume cea care duce orice element din A in unicul element
al lui X. De aceea, spunem ca orice multime cu un singur element este multime terminala.

Invers, daca vrem sa gasim o functie de la X la A, trebuie doar si selectam elementul din A in care
va fi dus acel unic element al lui X. Asgadar, functiile de la X la A sunt in corespondenti biunivoca cu
elementele lui A.

1.2 Signaturi, termeni, ecuatii

Definitia 1.1. O signaturd (ecuationald, monosortati) este o pereche ¥ = (F,r) unde r : F — N.
Elementele lui F' se numesc simbolurile lui ¥. Pentru orice f € F, r(f) se numesgte aritatea lui f, iar
daca aceasta este 0, [ se numeste constanta.

Exemplul 1.2. Consideram signatura X, = (F,,r,) (cu care vom tot lucra), unde F, = {0,s,a,m},
ra(0) =0, r4(8) =1, ro(a) = ro(m) = 2.

Fie acum ¥ = (F,r) o signaturd gi X o multime oarecare cu X N F = ). Notam
S&X =XUF.

Vom defini Tx(X) ca fiind o multime de giruri finite cu elemente din Sy x (in fapt, un limbaj formal
peste alfabetul Sy, x), anume ca respectand conditiile:



o X g TE(X),
e pentru orice f € F', notand n := r(f), si orice t1,...,t, € Tn(X), avem ft;...¢, € Tx(X),

si ca fiind cea mai micd multime ce respectd aceste conditii. Elementele lui 7% (X)) se vor numi ¥-termeni
peste X. Pentru orice t € Tx;(X), vom nota cu Var(t) (citim ,,variabilele lui ¢”) multimea elementelor lui
X ce apar in t.

Proprietatea de a fi ,,cea mai micd” se poate ilustra gi sub forma unui principiu de inductie (numita
inductie structurala): anume ci pentru orice B C Tx(X), dacd X C B, iar pentru orice f € F, notand
n:=r(f), si orice t1,...,t, € B, avem ft;...t, € B, atunci B = Tx(X).

Daci t este astfel incat Var(t) = 0, spunem ci t este inchis. Pentru orice ¥ si X, avem ci

{t € Te(X) | Var(t) = 0} = Ts(0) =: T.

Pentru ¥, de mai sus si X = {x,y}, exemple de ¥ -termeni peste X vor fi x, mzy (gandit informal ca
m(x,y)), amzyz (gandit informal ca a(m(x,y),x)). Faptul ci parantezele nu sunt necesare in definirea
termenilor este datorat formei prefixate si aritatii fixe a simbolurilor.

Definitia 1.3. Fie ¥ o signaturd. O Y-ecuatie este un triplet (X, s,t) unde s, t € Tx(X). Ea va fi
deseori notata ca s =t, X fiind subinteles din context.

Definitia 1.4. O teorie (ecuationald) este o pereche (X, E) unde ¥ este o signaturd, iar E este o
multime de X-ecuatii.

Exemplul 1.5. O teorie ecuationald poate fi T, = (34, E,) unde

Eo ={({z}, az0,z), {2, y}, awsy, saxy), {z}, mx0,0), {z,y}, masy, amxyz)}.
Ce interpretare intuitiva are T, ?

Daci 31 = (F1,71) si Xo = (F3,72) sunt doud signaturi, vom nota cu ¥y < ¥y dacd Fy C Fy si
(TQ)‘FI =T.

1.3 Semantica: algebre, morfisme

Definitia 1.6. Fie ¥ = (F,r) o signaturd. O Y-algebra este o pereche A= (A,{A¢}tcr), unde pentru
orice f € F', avem Ay : A" 5 A. A se numeste universul seu multimea-suport a lui A.

Daca f € F este constantd, atunci Ay : {0} — A, deci, din cele spuse in paragrafele anterioare, putem
gdndi pe A¢ ca fiind un element al lui A.

Exemplul 1.7. Avem ca 3,-algebra “canonica” este N' = (N,{Ns}ser,), unde Ny = 0, pentru orice
n € N, Ny(n) =n+ 1, iar pentru orice n, k € N, No(n, k) =n—+k si Np(n, k) =n-k.

In general, pentru orice signaturd ¥ = (F,r) si orice X, multimea Tx(X) poate fi inzestrata natural
cu o structurd de Y-algebra ce va fi notatd tot cu Tx(X) si va fi numitd X-algebra de termeni peste
X — agadar,

Ts(X) = (Te(X), {(Ts(X)) s} rer),

unde, pentru orice f € F, notand n := r(f), si orice ty,...,t, € Tx(X), avem

(TE(X))f(tl,...,tn) = ft1...t,.

Definitia 1.8. Fie ¥ o signaturd si A = (A, {A¢}rer), B = (B,{Bs}ser) doud X-algebre. Numim
morfism de la A la B o functie g : A — B astfel incat pentru orice f € F, notdnd n :=r(f), si orice
a1,...,0ay € A,

g(Af(al’ ) a'n)) = Bf(g(a1)7 <. 7g(an))'

Se observa (exercitiu usor!) ci daci g este un morfism bijectiv, atunci gi g~
acest caz, g se numeste izomorfism.

1 este un morfism. In



Teorema 1.9 (Proprietatea de universalitate a algebrei de termeni). Fie 3 o signaturd, X o multime si
A= (A,{Af}secr) o X-algebra.

Avem cd pentru orice h : X — A existd si este unic un morfism h de la Ts(X) la A astfel incat
7L|X = h, i.e. pentru orice x € X, h(z) = h(z).

Aceastd proprietate justificd denumirea alternativd a lui Tx;(X) de Y-algebra libera peste X.

Observatia 1.10. Dacd luam X = (), obtinem cd existd si este unic un morfism de la Tx la orice altd
Y-algebra. Spunem cd Ty, este Y-algebra initiala.

Exemplul 1.11. Cel mai frecvent caz de aplicare a teoremei, si care ne va si convinge intuitiv de adevarul
ei, este substitutia de variabile prin termeni.

Vom lua 3 :=3,, X = {z,y} si A:=Tx(X).

Fie hy : X — Tx(X) cu hi(x) = 550 si hi(y) = 0. Atunci ?Lvl(amxyx) = amss00ss0 (gdandit informal
ca a(m(ss0,0), ss0) ).

Fie ha : X — Ts(X) cu ha(x) = ssy si ha(y) = . Atunci he(amayx) = amssyxssy (gandit informal
ca a(m(ssy,x), ssy)).

Definitia 1.12. Fie ¥ o signaturd, (X, s,t) o X-ecuatie si A= (A, {A;}rer) o X-algebra. Spunem ca
A satisface (X, s,t) sau este model pentru (X, s, t), si notam prin

AE (X, s,t),
dacd pentru orice h: X — A avem h(s) = h(t).

Definitia 1.13. Fie T = (X, E) o teorie si A= (A,{As}jer) o X-algebra. Spunem ca A satisface T
sau este model pentru T, si notam prin

AET,
dacd pentru orice e € E, avem A | e.
Exemplul 1.14. Avem N = T,.

Definitia 1.15. Fie T = (X, E) o teorie i e o X-ecuatie. Spunem cd din T se deduce semantic e, gi
notam prin
T Ee,

dacd pentru orice X-algebra A cu A =T, avem A |= e.

Definitia 1.16. Fie ¥y = (F1,r1) si Xo = (Fa,72) doud signaturi cu X1 < 3o si A= (A, {As}serm) 0
Yo-algebra. Notam
Az, = (4, {Ar}rer)

este o ¥1-algebra si o numim redusa lui A la 3.

Definitia 1.17. Fie Ty = (X1, E1) si To = (X2, E2) doud teorii. Spunem cd Ty este extindere a lui Ty
st notam T1 < Ty daca ¥ < Yo st E1 C Es.

Exemplul 1.18. Fie X, = (F,,r.), unde F, = F, U{e}, (1e)|p, = 7a siTe(e) = 2. Dacd luam
E. = E, U{({z},ex0,s0), {z,y}, exsy, mexyx)},

atunci T, = (X, E.) este o extindere a lui Ty,.
Ce insemndtate are T, ? Cum aratd un model al lui T, ?

Propozitia 1.19. Fie T) = (X1, E1) si To = (39, E) doud teorii cu Ty < Ty si A 0 Xo-algebra. Avem
ca daca A |= Ty, atunci Ay, = Ti.

Definitia 1.20. Fie ¥ = (F,r) o signaturd si A = (A, {Ar}rer) 0 Z-algebra. O relatie de congruenti
pe A este o relatie de echivalentd ~ pe A astfel tncat pentru orice f € F, notdnd n := r(f), si orice
Ay ..., Qn,b1,..., b, € A, astfel tncat pentru orice i € {1,...,n} avem a; ~ b;, avem cd

Af(al, A .,an) ~ Af(bl, e ,bn)



Dacd ¥ = (F,r) este o signaturd, A= (A4,{As}scr) o X-algebra gi ~ o relatie de congruenta pe A,
atunci multimea cat A/ ~ poate fi inzestratd cu o structurd de Y-algebri, numita X-algebra-cat gi notata

cu A/ ~ si definita prin
A ~i=(A) ~A(A] ~)flser),
unde, pentru orice f € F, notand n := r(f), si orice ay,...,a, € A, avem

o —

(A ~)plar,. .. an) = Af(ar, ..., an).

Asadar, surjectia canonicad 7., : A — A/ ~ este un morfism de la A la A/ ~.

1.4 Deductia sintactica ecuationala

Definitia 1.21. Fie T = (X, E) o teorie, unde ¥ = (F,r), si e 0 Y-ecuatie. Spunem cd din T se deduce

sintactic e, gi notam T & e, daca existan € N gieq, ..., e, X-ecuatii astfel incit e, = e, iar pentru orice
i€ {l,...,n}, se intdmpld una din urmatoarele:
e ¢, €E;

o existaY, j<icue;=(X,s,t) sih: X — Tx(Y) astfel incit e; = (Y, h(s), h(t));
o cuistd X sit € Tx(X) cue; = (X,1,1);

o existd j <i cue; = (X,s,t) cue; = (X,t,s);

o existd j, k <icuej =(X,s,t), e = (X, t,u) sie; = (X,s,u);

o cristd j < i st f € F astfel incdt, notdnd n := r(f), exista X i t1,...,tn,s € Tx(X) cu
€; = (X, ti,S), iar €e; = (X, ftl . ..tifltiti+1 . ..tn,ftl . ..tiflsti+1 . tn)

Exemplul 1.22. Avem ca T, F (0, as0s0, ss0), deoarece putem considera sirul
({z, vy}, axsy, saxy), (0,as0s0,sas00), ({z},ax0,z),

(0, as00,s0), (0,sas00,ss0), (0,as0s0,ss0).

Ce ,,requli” sunt aplicate mai sus?
Vom putea scrie demonstratii de genul de mai sus mai pe scurt, sub forme precum:

T, F as0s0 = sas00 = ss0.

Definitia 1.23. Fie Ty = (X1, Eq) si Ta = (X2, E2) doud teorii. Spunem cd Ty este o extindere-inchisa
conservativa a lui Ty dacd pentru orice p, g € Tx,, avem

TiE(0,p.q) < T2 (0,p,9).
Observatia 1.24. Atentie, notiunea de mai sus nu este un caz particular al notiunii de extindere, de
aceea este folositd cratima.
1.5 Structura termenilor aritmetici
Definitia 1.25. Numim un termen u € Ty, bazal dacd exista n € N cu u = s™0.
Propozitia 1.26. Pentru orice n, k € N, T, I~ a(s"0, s¥0) = s"*%0.
Demonstratie. Demonstram prin inductie dupd k. Pentru k = 0, avem T, F a(s"0,0) = s™0. Presupunem

adevirat pentru k si demonstram pentru k + 1: avem T,  a(s"0, s¥+10) = s(a(s"0, s*0)) = ss"+*0 =
Sn+k+10. O

Propozitia 1.27. Pentru orice n, m € N, T, - m(s"0, s*0) = s"*0.

Teorema 1.28. Pentru orice t € Ty, exista u € Ty, bazal cu Ty, =t = u, i.e. exista n € N cu
T, t=s"0.



Demonstratie. Demonstram prin inductie structurald dupa ¢:
e dacid t = 0, suntem OK;
e daci t este de forma sq, atunci avem c# existd n cu T, F ¢ = s"0 si deci T, -t = sq = ss™0 = s"10;

e daci t este de forma aqr, atunci avem ci existda n, k cu T, - g = s"0 si T, - r = s*0 si deci
T, Ft = aqr = a(s"0, s¥0) = s"+%0;

e dacd t este de forma mgr, atunci avem ca exista n, k cu T, - ¢ = s"0 si T, = r = s™0 si deci
T, -t = mgr = m(s"0, s*0) = s"*0.

O
Propozitia 1.29. Pentru orice p, q € Tx,,, avem T, - apq = agp.
Demonstratie. Avem ci existin, k € Ncu T, - p = s"0 si T, F ¢ = s*0. Atunci avem
T, b apg = as™0s*0 = s"T*0 = s¥70 = as*0s™0 = agp.
O

Propozitia 1.30. Pentru orice p, ¢ € Tx,,, avem T, - mpq = mqp.

1.6 Legatura dintre semantica si deductie sintactica

Teorema 1.31 (Teorema de corectitudine). Fie T = (X, E) o teorie. Atunci, pentru orice 3-ecuatie e
cuTke, avem T [=e.

Exercitiul 1.32. Este adevarat ca T, b (0, as0s0, s0) ?

Demonstratie. Nu, nu este adevirat! Presupunem cé ar fi.

Cum N | T,, am avea, din Teorema de corectitudine, N |= (0, as0s0, s0). Fie h : @ — N functia
unici. Atunci avem h(as0s0) = h(s0).

Dar aceasta inseamna 1+ 1 = 1, fals! O

Daca T = (X, F) este o teorie gi X este o multime, atunci pe Tx(X) pot defini relatia ~7 astfel:
pentru orice t, s € Tx(X),
t~p s TH(X,t,s).

Atunci ~7 este o relatie de congruentd (exercitiu!).
Vom nota It (X) := Tx(X)/ ~r.

Propozitia 1.33. Ir(X) =T.

Demonstratie. Fie (Y,s,t) € E. Vrem Ip(X) | (Y,s,t), i.e. cd pentru orice h : Y — Ip(X) avem

Rh(s) = h(t). Fie un asemenea h si fie j : ¥ — Tx(X) astfel incat pentru orice y € Y, h(y) = @ Atunci,

din unicitatea morfismului din Proprietatea de universalitate a algebrei de termeni, avem h= T, O J.
Cum (Y;s,t) € E, avem T' (Y, 5,t), deci T - (X,7(s),j(t)), i.e. j(s) ~r j(t). Dar asta inseamn

Tz (7(8)) = mer ((2)), 0. R(s) = R(t). H

Teorema 1.34 (Teorema de completitudine). Fie T = (X, E) o teorie. Atunci, pentru orice X-ecuatie e
cuT e, avem T+ e.

Demonstratie. Consideram e = (X, s,t). Fie h : X — I7(X) astfel incat, pentru orice z € X, h(z) = 7.
Atunci, din unicitatea morfismului din Proprietatea de universalitate a algebrei de termeni, avem h= T

Cum, din propozitia anterioara, avem Iy (X) | T, rezultd ca Ip(X) E (X, s,t), In particular ca
h(s) = h(t), deci (din paragraful anterior) ci § =7, i.e. s ~p t. Dar aceasta inseamna ca T + (X, s, ),
ceea ce trebuia demonstrat. O

Definitia 1.35. Fie T = (X, F) o teorie si A o ¥-algebrd. Spunem cd A este inchis-completa pentru
T dacd pentru orice p, ¢ € Ts cu A= (0,p,q) avem ca T + (0,p,q) (sau, echivalent, T = (0, p,q)).



1.7 Rescrierea termenilor

Definitia 1.36. Fie ¥ o signaturd. O X-reguld de rescriere este o X-ecuatie (X, t1,t2) astfel incat
t1 € X si Var(te) C Var(ty). Ea va fi deseori notatd ca t1 — to, X fiind subinteles din context.

Definitia 1.37. Numim sistem de rescriere de termeni (term rewriting system, TRS) o pereche
(X, R) unde X este o signaturd si R este o multime de ¥-reguli de rescriere.

Fie (X, R) un TRS gi X o multime. Definim — g ca fiind cea mai mica submultime a lui T (X) x T (X)
(i.e. o relatie binarad pe Tx (X)) ce verificd urmétoarele conditii:

e pentru orice (Y, s,t) € R si orice h: Y — Tx(X), avem h(s) =g h(t);
e pentru orice h: X — Tx(X) si orice s, t cu s —p ¢, avem h(s) — g h(t);
e pentru orice f € F, notand n := r(f), pentru orice t1,...,t,,s € Tx(X) si i cu t; =g s, avem

ftl .. ~ti—1titi+l .o.tn =R ftl - ti—ISti—i-l cootn.

Notam cu —% inchiderea reflexiv-tranzitiva a lui — g, i.e. cea mai mica relatie binara reflexiva si
tranzitivd pe Tx(X) ce include pe — . Se observi ca pentru orice s, t € Tx(X), avem s —% t daci si
numai dacd existd n € N* gi t1,...,t, € T5(X) cu t; = s, t, = t, iar pentru orice i < n, t; =g ti+1.

Definitia 1.38. Fie (X, R) un TRS si X o multime. Spunem cd t € Ts(X) este o form3 normald a
lui (¥, R) daca nu existd s cut —pg s.

Definitia 1.39. Fie (X, R) un TRS, X o multime it € Tx(X). Spunem cd u € Tx(X) este o forma
normala pentru t dacd u este o formd normald o lui (3, R) sit =7} u.

Definitia 1.40. Un TRS (X, R) se numeste noetherian dacd nu admite rescrieri infinite, i.e. nu existd
X st (tn)nen C Tx(X) astfel incat pentru orice n € N, t,, =g tni1.

Teorema 1.41. Fie (X, R) un TRS noetherian si X o multime. Atunci pentru orice t € Ts(X) exista
u € Tx(X) forma normald pentru t.

Demonstratie. Presupunem ci ar exista un ¢ fird forma normald. Vom construi atunci (¢, )nen C Tx(X)
astfel incat pentru orice n € N, ¢, —g t,41, contrazicand ipoteza de noetherianitate. Punem ¢y := ¢.
Presupunem ca am construit to, .. .,t, astfel incat pentru orice ¢ < n, t; =g t;y1, deci tg =% t,. Daca
t, este o forma normald, atunci este o forma normald pentru ¢, ceea ce contrazice presupunerea. Agadar
exista s cu t,, - g s si vom pune t,,4; := s. ]

Exercitiul 1.42. Sd se arate cd sistemul de rescriere dat de unica requld ffx — fgfx (unde f si g sunt
stmboluri de aritate 1) este noetherian.

Demonstratie. Observam ci la orice aplicare a regulii numarul de f-uri din termen urmate de alt f scade
cu 1. O

Exercitiul 1.43. Sd se arate cd sistemul de rescriere dat de unica requld fgr — ggffx (unde f sig
sunt simboluri de aritate 1) nu este noetherian.

Demonstratie. Ardtam ci orice termen de forma f™g¢"t cu:
m>1, n>1, [m>2saun>2|

se rescrie Intr-unul de lungime mai lungi (aceasta este evident) ce admite un subtermen de aceeasi forma.
Asadar, obtinem un sir infinit de rescrieri.

Avem ci fmg"t — fm g2 f2g"'t. Notam s := f2g" 1.

Daca m > 2, luiim subtermenul f™~1g?s (termenul insusi).

Daca n > 2, ludm subtermenul s. O

Definitia 1.44. Un TRS (X, R) se numeste confluent dacd pentru orice X si orice ty, ta, t3 € T (X)
cu tq —>*R ty §1t1 —)}‘% ts exista ty € Tk (X) cu to %}‘;‘3 ty s1tg —>*R ty.



Teorema 1.45. Fie (3, R) un TRS confluent $i X o multime. Atunci pentru orice t € Ts(X) si orice u,
v € T (X) forme normale pentru t, avem u = v.

Demonstratie. Din ipoteza de confluenta, rezulta cé exista w cu v =% w si v =% w. Dar, cum v si v
sunt forme normale, rezultd u = w = v. O

Asadar, daca un TRS este noetherian si confluent, orice termen ¢ admite exact o formé normala, ce
va fi notatd cu nf(t).

2 Sisteme de tranzitie etichetate

Reamintim de la cursul de Limbaje formale si automate ci, pentru orice multime L, notdm cu L*
multimea cuvintelor peste L, iar cu A € L* notdm cuvantul vid.

2.1 Introducere. Bisimulare

Definitia 2.1. Un sistem de tranzitie etichetat (labelled transition system, LTS) este un tuplu
(S,L,—,])) unde -=C S x L x S gi JC S. Pentru orice (p,a,q) € S x L xS, notam (p,a,q) €— cu
p =% q. Pentru orice (p,a) € S x L, notam faptul cd nu exista ¢ € S cu p —* q prin p /A%. Pentru orice
p €S, notam faptul cap €] cupl st faptul ca p &) cup V.

Definitia 2.2. Fie (S,L,—,]) un LTS. Definim -C S x L* x S ca fiind cea mai micd multime astfel
incat avem:

e pentru orice s € S, avem (s, )\, s) E—»,
e pentru orice s, t, u € S, w € L*, a € L cu (s,w,t) € git =% u, avem (s, wa,u) E—»,

i.e. — este inchiderea reflexiv-tranzitiva a lui —.
Pentru orice (p,w,q) € S x L* x S, notam (p,w,q) €~ cup —»" q. Pentru orice p, q € S, spunem
ca q este accesibil din p dacd exista w € L* cup - gq.

Daca S = (S,L,—,|) este un LTS si s € S, notdm
L(S)={we L*|existd t ] cus—»"t}

Exemplul 2.3. Fie urmdatorul LTS, notat cu S:

Avem ca L3(S) = L4(S) = {ac}.

Definitia 2.4. Fie S = (S,L,—,]) un LTS. O relatie de bisimulare pe S este o relatie binard R pe
S, i.e. RC S xS, astfel incat:

e pentru orice s, t, s €S, a € L cu (s,t) € R gi s > 5, existat' € S cut =t si (s,t) € R;
e pentru orice s, t,t' € S, a € L cu (s,t) € R sit >, existdi s’ € S cu s =" i (s,t) € R;

e pentru orice s, t €S cu (s,t) € R gi s, avem t |;



e pentru orice s, t € S cu (s,t) € R git |, avem s |.

Fie urmétorul LTS, notat cu S:

Atunci R = {(1,2),(3,5), (4,5),(6,7)} este o relatie de bisimulare pe S.
Exercitiul 2.5. Fie S = (S,L,—,]) un LTS. Atunci:
o Ag={(s,s)| s€ S} CS xS este o relatie de bisimulare pe S;

e dacd R este o relatie de bisimulare pe S, atunci R°P = {(s,r) | (r,s) € R} este o relatie de bisimulare
pe S;

e dacd Ry si Ry sunt relatii de bisimulare pe S, atunci
Ryo Ry = {(r,t)| exista s cu(r,s) € Ry si (s,t) € Ro}
este o relatie de bisimulare pe S.
Definitia 2.6. Fie S = (S,L,—,]) un LTS. Definim
Bs = U R
R este relatie de bisimulare pe S
st o numim relatia de bisimilaritate pe S.

Propozitia 2.7. Fie S = (S,L,—,]) un LTS. Atunci Bs este o relatie de bisimulare pe S (si este, deci,
cea mai mare asemenea relatie).

Definitia 2.8. Fie S = (S,L,—,|) un LTS. Pentru orice s, t € S, notam prin s<t faptul cd (s,t) € Bg,
i.e. ca existd o relatie de bisimulare R pe S cu (s,t) € R. Spunem cd s sit sunt bisimilare.

Reludm acum primul exemplu dat de LTS:

In acest LTS, avem c& 3#+4. De ce? Presupunem cad am avea 3<»4. Atunci existd o relatie R de
bisimulare pe S cu (3,4) € R. Cum 4 —“ 8, existd s’ cu 3 =* ¢’ si (¢/,8) € R. Deci (6,8) € R sau



(7,8) € R. Presupunem ci (6,8) € R. Cum 8 —° 10, existd s’ cu 6 —° s’ si (s',10) € R. Contradictie cu
6 /¢! Presupunem acum ci (7,8) € R. Cum 8 —? 11, existd s’ cu 7 —° s’ i (s/,11) € R. Contradictie
cu 7 A0

Exercitiul 2.9. Sd se decida daca:

e 14 in LTS-ul

e 16 in LTS-ul

e 15 in LTS-ul

Teorema 2.10. Fie S = (S,L,—,]) un LTS. Atunci Bs este o relatie de echivalentd.

Demonstratie. Pentru a arita reflexivitatea, ne folosim de faptul ca Ag este o relatie de bisimulare pe S
§i deci AS - Bg.

Pentru simetrie, fie s, t € S cu s<>t. Atunci existd R relatie de bisimulare pe S cu (s,t) € R si deci
(t,s) € R°P, care este gi ea o relatie de bisimulare. Ca urmare, t<s.

Similar, pentru tranzitivitate, folosim faptul ci o compunere a doué relatii de bisimulare este tot o
relatie de bisimulare. O



Definitia 2.11. Fie S = (S, L, —,]) un LTS. Spunem cd s € S se numeste deadlock dacd s )/ i, pentru
orice a € L, s A% Spunem ca s € S are deadlock daca existd u € S deadlock accesibil din s; in caz
contrar, s se numeste liber de deadlock.

Exercitiul 2.12. Fie S = (S,L,—,|) un LTS. Fie s, t € S cu s&>t. Sa se arate cd s are deadlock dacd
st numai dacd t are.

Demonstratie. Din simetria problemei, este suficient sd ardtam implicatia ,=".

Presupunem cé s are deadlock, i.e. existda u € S deadlock si w € L* cu s »" u. Fie R relatie de
bisimulare pe S cu (s,t) € R. Deducem (prin inductie dupa lungimea lui w) ci existd un v cu (u,v) € R
si t »" v. Rezulta ca v este deadlock, deoarece, cum u este deadlock, avem u J, deci v [/, si apoi ca
pentru orice a € L, u A%, deci v /A%. O

Definitia 2.13. Fie S = (S, L, —,]) un LTS. El se numeste regulat dacd S si — sunt finite (v. limbajele
requlate de la cursul de Limbaje formale si automate).

Definitia 2.14. Fie S = (S,L,—,]) un LTS si s € S. Definim
Ss:={t € S|t este accesibil din s}
St
S :i= (S5, L,— N(Ss x L x S5),] NSs).
2.2 Semantica operationala

Definitia 2.15. Fie ¥ = (F,r) o signaturd i L o mulfime.

Daca X e o multime, numim o formula peste &2, L, X o expresie de forma s =%t cu s, t € Tx(X)
st a € L sau o expresie de format | cut € Tx(X).

Numim o reguld de deductie peste X, L un triplet (X, ®,) (notat deseori doar prin perechea
(®,4)) astfel incit © este multime de formule peste ¥, L, X, iar ¢ este formuld peste ¥, L, X.

O reguld de deductie peste &2, L sub forma (X, ®,1) se numeste in format cale (path) daca:

e pentru orice s - te€ ®,t e X;

e daca v este de forma s =% t, atunci fie s € X, fie evista f € F g1 x1,..., 2.5y € X toate distincte
astfel incat s = fx1...z.(p);

e t-urile de la primul punct sunt toate diferite gi niciunul dintre ele nu apare in s de la cel de-al doilea
punct.

Numim un sistem de deductie peste X, L o multime R de reguli peste X, L.

Un sistem de deductie peste 3, L se numeste in format cale dacd fiecare dintre elementele sale este
in format cale.

Daca R este un sistem de deductie peste 3, L, definim

SR = (TE»La _>3\L)7

LTS-ul indus de R, unde — si | sunt cele mai mici mulfimi cu proprietatea cd pentru orice (X, ®,1) € R
st orice h : X — Ty, dacd avem:

e pentru orice s —®t € ®, h(s) = h(t);
e pentru orice s € ®, E(s) N
atunci:
o daci 1 este de forma s —* t, avem h(s) =% h(t);
o daci 1 este de forma s |, h(s) |.

Teorema 2.16 (Baeten/Verhoef, 1993). Fie ¥ o signaturd, L o mullime, iar R un sistem de deductie
peste X, L in format cale.
Atunci Bg,, este o relatie de congruentd pe X-algebra Tx,.
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In restul acestei sectiuni, vom ilustra aceste notiuni pe un exemplu concret. Vom construi un sistem
de deductjie peste 3, si {1} format din urmitoarele reguli (notand —! mai simplu cu —):

e Reguli referitoare la zero si succesor:
@,04), (0,sz — x).

In general, interpretarea intuitivi a unui t € Ts;, va fi ca t ,reprezinta un n € N” daci se poate
ajunge de la el la o stare finald in exact n pasi.

e Reguli referitoare la adunare:

{y =y} azy = axy’), ({z— 2yl avy —2'), ({olyl}ayl).
Exemple de aplicare a acestor reguli: 0 |, sO — 0, as00 — 0, as0s0 — as00.

e Reguli referitoare la inmultire:
({z = 2",y = y'},may — amay's’),  ({z 1}, mzyl), ({y i}, mayl).

Se observa ca sistemul de deductie este in format cale, deci < este o relatie de congruenta pe 7%,. Notam
Y.-algebra~cat cu M, :=Tx, /¢.

Ce vom arata pana la sfarsitul sectiunii va fi ca pentru orice ¢y, t3 € T%,, avem cé t;<ts daca si
numali daca T, F t; = to.

Teorema 2.17. M, = T,.

Demonstratie. Vom exemplifica demonstratia pe una dintre axiomele lui T}, (restul ramanénd ca exercitiu),
anume vom aridta cd M, = axrsy = saxy, i.e. ci pentru orice p, ¢ € Ty, avem apsq<>sapq.
Este suficient sa furnizam o relatie de bisimulare R astfel incat pentru orice p, ¢ € T, (apsq, sapq) € R.

Fie R := {(apsq, sapq) | p, ¢ € T, } U{(p,p) | p € Ts, }.
Raméne de ardtat ca R este o relatie de bisimulare. Este suficient sa aratam acest lucru pentru primul
tip de elemente ale lui R. Fie, deci, p, ¢ € Tx,. Ne uitam la cele patru conditii din definitia bisimulérii:

e Dacd avem r € T, cu apsq — r, atunci r trebuie si fie apg (de ce?). Avem si ci sapq — apq, iar
(apq, apq) € R, deci suntem OK.

e Dacd avem r € Ts;, cu sapg — 7, atunci r trebuie si fie apg (de ce?). Avem si ci apsq — apq, iar
(apgq, apq) € R, deci, din nou, suntem OK.

e Dacd avem apsq |, atunci ar trebui sa avem sq |, ceea ce este imposibil.

e Dacd avem sapq |, atunci din nou obtinem o contradictie.

Corolarul 2.18. Pentru orice t1, to € Tx, cu T, - t1 =t2, avem cd t1<ts.
Lema 2.19. Pentru orice p e Tx, cup |, avem T, =p =0.
Demonstratie. Demonstram prin inductie structurala dupa p:

e dacd p =0, atunci clar T,, - p = 0;

e dacd p = sq, atunci nu putem avea p ;

e dacd p = agr, atunci avem ¢ | si r | - prin inductie avem T, - ¢ = 0 si T, F r = 0 si deci
T, F agr = a00 = 0;

e dacd p = mgqr, atunci fie q |, fie r |:

— daca q |, atunci T, - ¢ = 0 si deci T,, - mgr = mrq = mr0 = 0;
— daca r |, atunci T, - r = 0 si deci T, - mqr = mq0 = 0.
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Lema 2.20. Pentru orice p, p' € T, cup = p', avem T, b p=sp’.
Demonstratie. Demonstram prin inductie structurald dupa p:

e dacd p =0, atunci p /4;

e dacd p = sq, atunci p’ = ¢, asadar T, - p = sq = sp’;

e daca p = aqr, atunci:

— fie p’ = aqr’ si r — 1, caz in care prin inductie avem T, - r = s7’ si deci T, - p = aqr =
aqsr’ = saqr’ = sp';

— fie ¢ — p’ sir |, caz in care prin inductie avem T, F g = sp’ si din lema anterioara T, -7 =0
si deci T, F p = aqr = a(sp’)0 = sp’;

e dacid p = mgqr — exercitiu!

Teorema 2.21. Pentru orice p, q € Tx, cu p&2q, avem ca T, =p =gq.

Demonstratie. Din cele ardtate mai demult, exista termeni bazali p1, ¢t cu Ty Fp=p1siTe - q=q.
Din cele de mai devreme, avem p<>p; si g&>q1, deci p1<>q; si este suficient si aratam cad T, F p1 = ¢;.
Demonstram prin inductie structurald dupa p; si distingem doar doud cazuri, cum p; este bazal:

e daca p; = 0, atunci p; |, iar cum p1<>qq, avem ca ¢y J, deci T, - ¢ = 0 si deci T, - p1 = q1;

e dacd p; = sr, atunci p; — r si deci, cum p;<=>q;, exista t € Ty, cu r&t si g1 — ¢, deci si ¢ este tot
bazal: din ipoteza de inductie, avem ca T, - r = ¢, iar cum ¢; — ¢, avem ca T, - ¢q1 = st, deci
T, F p1 = sr=st=q ¢isuntem OK.

O

3 Teoria elementara a proceselor

Fixdm, pentru aceasta gi urmétoarele sectiuni, o multime A — elementele sale se vor numi actiuni.

3.1 MPT(A) — Minimal Process Theory

Descriem in continuare una dintre cele mai simple teorii posibile pentru descrierea proceselor.

Signatura XmpT 4 contine o constantd 0 (ce semnificd, informal, un proces in stare de deadlock), o
operatie binard + (ce semnificd o alegere intre procesele reprezentate de operanzii sii) si, pentru fiecare
a € A, cate o operatie unard notatd prin a. (astfel incat, pentru orice proces z, a.xz semnifici executarea
actiunii @ urmati de executarea procesului z).

De exemplu, dacd a € A, atunci avem a.0 € Tspr -

Vom nota operatia + in mod infixat, pentru claritate, de exemplu vom scrie p + 0 in loc de +p0,
iar de aceea vom folosi gi paranteze (chiar daci ele de fapt nu existd, tehnic vorbind). Vom mai nota,
pentru orice z (inclusiv un x definibil doar mai tarziu) si orice a € A, a’x := x, iar pentru orice n € N,
a"tz = a.(a"x).

Definim multimea Empt, 4 ca fiind formata din urméatoarele ecuatii (scrise aici informal):

*r+y=y+x
e (z+y tz=x+(y+2);
e r+xr=u;

e xr+0=nx.
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Definim acum MPT(A) := (ZmpT,4, EMPT, 4)-
Dam acum un exemplu de rationament informal in MPT(A):

ax+ (by+azx)=azx+ (ax+by)=(ax+azx)+by=ax+by.
Asadar, pentru orice a, b € A, avem
MPT(A) F a.x + (b.y + a.x) = a.x + b.y.
Exercitiul 3.1. In prezenta celei de-a treia aziome, primele doud aziome sunt echivalente cu
(+y)+z=(@Hy+2) +a
Demonstratie. Clar, date fiind primele dou& axiome, avem
@ty +z=z+@y+z)=@W+2) +ua
Acum, data fiind axioma (z +y) + z = (y + z) + z, avem
r+y = (r+z)+y = (z+y)+r = (y+o)+z = (y+y)+o)+z = (y+z)+y)+2 = (y+2)+(y+2z) = y+=

si
(+y)+z=(y+z)+tr=a+(y+2).

O

Exercitiul 3.2. Fie X o multime oarecare. Pe Tsypr ,(X) definim relatia <, pentru orice ti, to €
TEMPT,A(X): prin
t1 <ty & MPT(A) Fity 4ty = to.

Sa se arate urmdtoarele:

1. Pentru orice t1, ty € Txypr 4 (X), t1 < to dacd §i numai dacd existd ts € Txyypr 4 (X) cu

MPT(A) bty + t5 = t,.

2. Relatia < este o relatie de ordine partiald.
Demonstratie. Rationdm peste tot in MPT(A). Avem:

1. Intr-un sens, ludm t5 := to. In celilalt, daci avem t5 cu t; + t3 = to, atunci
t1+1t =1 +(t1—|—t3) = (tl +t1)—|—t3 =11+ t3 =to.

2. Pentru orice t, avem t +t = t, deci t < t si < este reflexiva. Fie acum tq si to cu t1 < to si ty < t1.
Atunci

t1 =t2 + 1t =t +t2 = to,

deci < este antisimetrica. Fie 1, ta, t3 cu t1 < to gi to < t3. Atunci
t1 +t3 =11+ (ta +t3) = (t1 + o) + t3 = ta + t3 = 3.

O

Exemplul 3.3. Pe universul N, daca interpretam 0 prin 0, iar + prin operatia de maxim, toate axiomele
MPT(A) sunt satisfacute, indiferent de interpretdrile operatiilor corespunzatoare actiunilor. Obtinem
asadar o clasd larga de modele ale lui MPT(A).

Exercitiul 3.4. Fiea € A. Atunci MPT(A) F a.(z +y) = a.x + a.y.
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Demonstratie. In tipul de structurd exemplificat mai sus, interpretim a. prin operatia care duce 0 in 1, 1
in 0, iar restul numerelor sunt lisate pe loc. Atunci

a.(0+1)=al=0#1=140=a.0+a.l.
O

onsideram sistemul de deductie peste XmpT 4 §i A, format din urméatoarele reguli (pentru orice a € A):
o (0, a.x = x);

e {z ="'} +y—a');

e {y—="v'hat+y—-"9)

Cum sistemul de deductie este in format cale, avem ca relatia de bisimilaritate <> pe LTS-ul indus de
el, ce are ca multime de stéri pe Txypr 4, €ste o congruentd pe Tgypr , - Notdm Yypt a-algebra-cit cu
Mwupt, 4 = Tepypr 4 /%> Elementele sale (precum si cele ale algebrelor asemanétoare ce se vor construi in
subsectiunile si sectiunile urmé#toare) se vor numi procese.

Teorema 3.5. Aceastd algebra este intr-adevar un model al lui MPT(A), i.e. Mupt,4 = MPT(A4).

Demonstratie. Pentru simplitate, demonstram doar satisfacerea axiomei de element neutru,  + 0 = «.
Asadar, ce trebuie aratat este ca pentru orice p € Txypr 4, avem p + 0<p.
Este suficient s aratdam ca

R:= {(p + 0,p) | pe TZMPT,A} U {(p7p) | pe TEMPT,A}

este o relatie de bisimulare pe T, ,. De asemenea, este suficient sa ardtam conditiile de bisimulare
pentru primul tip de perechi.

Fie, agadar, p € Txypr .- Presupunem ca avem a € A si p’ € Txyypr , cu p+0 = p’. Atunci, conform
regulilor de deductie, aceasta tranzitie ar fi putut fi dedusa doar din p —° p/, iar (p/,p’) € R. Invers, daci
avem ca existd a € A §i p’ € Tyypr 4, cu p —* p', conform regulilor de deductie avem p +0 —* p’ si din
nou (p',p’) € R. O

Corolarul 3.6. Fie p, q € Txypr 4, cu MPT(A) F p = q. Atunci pq.
In continuare, vom demonstra (analog cu sectiunea precedenti) reciproca acestui corolar.
Lema 3.7. Fiep, p' € Txypr s sia € A cup =2 p'. Atunci MPT(A) - p = a.p’ +p.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupé p.
Daci p = 0, atunci, cum 0 A%, am terminat.
Daci p este de forma b.p”, atunci, conform regulilor de deductie, trebuie si avem b = a si p” = p/,
deci p = a.p’. In MPT(A) deducem:
p=p+p=ap +p.

Daca p este de forma p; + po, atunci tranzitia din ipoteza trebuie si fi fost dedusi fie din p; —¢ p/,
fie din ps —® p’. Fara a restrange generalitatea, presupunem p; —2 p’. Din ipoteza de inductie, avem
MPT(A) - p1 = a.p’ + p1. Asadar, in MPT(A4) deducem:

p=p1+p2=(ap +p1)+p2=ap +(p1+p2) =ap +p.
Lema 3.8. Fiep, ¢, 7 € Toypr 4 cu (p+q) +rer. Atuncip+rer siqg+rer.

Demonstratie. Exercitiul O

Teorema 3.9. Fie p, q € Txypr 4 cu pi2q. Atunci MPT(A) - p=q.
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Demonstratie. Vom demonstra ca pentru orice p, ¢ € Txypr 4, avem ci dacd p + g<>q, atunci MPT(4)
p+ q = q si, similar, ci daci p<p + ¢, atunci MPT(A)Fp=p+gq.

De ce ne rezolva aceste afirmatii teorema? Daca avem, ca in ipoteza, p<»q, atunci, din faptul ca
+> este congruentad, avem p = p+ pop + g si p+ ¢eq + ¢ = ¢, deci, din cele doud afirmatii, deducem
MPT(A)Fp+qg=¢qsi MPT(A) - p =p+ ¢, de unde scoatem MPT(A) - p = g.

Demonstram, deci, cele doud afirmatii (a doua, cum am zis, este similard primeia gi de aceea nu
indicim gi argumentele demonstrarii ei) prin inductie completd dupd numarul total de simboluri din
psiq

Pasul de bazi este p = ¢ = 0. Dar este imediat atunci cd MPT(A) - 040 = 0, deci MPT(A) F p+¢ = q.

Pentru pasul de inductie, distingem trei cazuri, dupa forma lui p.

Dacd p = 0, atunci in MPT(A) deducem p+¢=0+¢g=¢+0=g¢.

Daci p este de forma a.p’, atunci avem p —¢ p’ si deci p + g =% p’. Cum p + g<>q, existd ¢’ cu
g —* ¢ sip'<¢. Din prima lemd, avem cd MPT(A) F ¢ = a.¢’ + ¢. Cum p'+<¢’, avem ca mai inainte ca
P+ q<q si ¢ + p'eop, deci, din ipoteza de inductie, MPT(A) - p' +¢ = ¢ si MPT(A) -q¢' +p' =p'.
Atunci, in MPT(A), deducem:

P=d+p=p+d=4¢
si
ptg=ap +qg=aq +q=gq

Daca p este de forma p; + pa, deci avem (p1 + p2) + g&2q, deci, din lema anterioard, avem ca p; + g&2q
si p2 + g&¢q. Din ipoteza de inductie, avem MPT(A) - p1 + ¢ = ¢ si MPT(A) F pa + ¢ = ¢. Atunci, in
MPT(A), deducem:

ptag=(p1+p)+ag=pr1+(p2+tq)=p+q=gq

3.2 BSP(A) — Basic Sequential Processes

Vom spune ci Ygsp 4 este upt, 4 la care addugdm constanta 1 (ce va reprezenta o terminare cu
succes, spre deosebire de 0, ce reprezenta un deadlock), iar Egsp 4 va fi acelasi cu Empr, 4.
Definim acum BSP(A) := (Xgsp,4, Egsp.4)-

Teorema 3.10. BSP(A) este o extindere-inchisa conservativd a lui MPT(A), i.e. pentru orice p, q €
Tsypr 4, aVEM
MPT(A)Fp=q& BSP(A)Fp=gq.

Demonstratie. Directia ,,=" este evidenta. Pentru ,<", fie p, ¢ € Txypr , cu BSP(A) F p = ¢, deci
BSP(A) = p = ¢ Vrem MPT(4) F p = ¢, i.e. MPT(A) = p = ¢. Fie A o Eupr,4-algebrd cu
A= MPT(A). Tau B o Xgsp,a-algebra care este expansiunea lui A la Lgsp 4 interpretand pe 1 la fel ca
pe 0. Atunci B = BSP(A) si deci B |=p = ¢. Avem, deci, A = p = ¢ gi am terminat. O

Consideram sistemul de deductie peste Xgsp 4 si A, ce extinde pe cel definit in sectiunea anterioara
cu urmatoarele reguli:

b (07 1 ~L)7
o ({zl},(x+y) )
e ({yl}h(@+y)d).

Pentru orice € Ty, ,, gandim z | ca insemnénd faptul cd procesul reprezentat de x se termina cu
succes. '

Cum sistemul de deductie este in format cale, avem c& relatia de bisimilaritate <> pe LTS-ul indus de
el, ce are ca multime de stéri pe Tsy, 4, este o congruentd pe Tsgq, ,. Notdm Xgsp a-algebra-cat cu
Mgsp,a := Txggp 1 /£

Teorema 3.11. Aceastd algebra este un model al lui BSP(A), i.e. Mgsp,a = BSP(A).

Teorema 3.12. Fie p, q € Txgq, . Atunci psrq dacd i numai daca BSP(A) =p = q.
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Teorema 3.13. Fie p € Tsgq, ,. Atunci p este liber de deadlock in LTS-ul indus daca $i numai dacd
existd q € Txggp 4 I care nu apare O astfel incat BSP(A) Fp = q.

Demonstratie. De la dreapta la stanga, cum BSP(A) F p = ¢, atunci p<q, iar cum ¢ este liber de
deadlock, avem ca si p este.

De la stanga la dreapta, demonstram prin inductie dupa p.

Daca p = 0, atunci p este deadlock si nu avem, deci, nimic de demonstrat.

Daca p = 1, atunci p este liber de deadlock, si putem lua ¢ := 1.

Daca p este de forma a.p’, atunci, cum singura tranzitie din p este p —® p/, avem ca p’ este liber de
deadlock, deci (din ipoteza de inductie) exista ¢’ € Txgqp , in care nu apare 0 astfel incat BSP(A) - p' = ¢'.
Trebuie demonstrat ca existd ¢ € Txgqp , in care nu apare 0 astfel incat BSP(A) - p = ¢. Avem, rationand
in BSP(A), ca

p=ap =a.q
si deci putem lua ¢ := a.¢’.

Luim acum p de forma p; +ps. Cum p = py +ps este liber de deadlock, avem (din regulile de deductjie)
si p1, si po sunt libere de deadlock sau unul dintre ele este, iar celalalt este o suméa de zerouri. Avem,
in primul caz, ci existd q1, g2 ce nu contin 0 cu BSP(A) - p; = ¢1 i BSP(A) F pa = g2 si deci putem
lua q := ¢1 + ¢q, iar in al doilea caz, cid existd ¢; ce nu contine 0 cu BSP(A) F p; = ¢1 si deci putem lua
q:=q- O

3.3 (BSP+PR)(A)

Definim ¥gsp4pr,4 adaugand la Xgsp, 4, pentru fiecare n € N, un operator unar 7,. Dacé x reprezinta
un proces si n € N, atunci 7,z va insemna intuitiv comportamentul lui  in primii n pasi.

Definim Egspypr,a addugand la Egsp 4 urmitoarele scheme de axiome, pentru oricen € Ngia € A
(dupa caz):

o m(1) =1;

e m,(0) = 0;

e mo(a.x) = 0;

o Ti1(a.x) = am,(v);

o To(z+y) =mn(2) + 7m0 (y).

Definim acum (BSP-I—PR)(A) = (EBSP-i-PR,Aa EBSP-‘,—PR,A)-
Exemplu de rationament in (BSP+PR)(A4):

m2(a.(a.0 +b.c.1)) = a.m(a.0 + b.c.1) = a.(m1(a.0) + 71 (b.c.1)) = a.(a.m(0) + b.my(c.1)) = a.(a.0 4 b.0).
Acest exemplu ne conduce la urméatorul rezultat.
Propozitia 3.14. Pentru orice p € Tsggp,pr 4 €Tistd q € Txggp , cu (BSP+PR)(A) Fp=q.

Demonstratie. Demonstram prin inductie completd dupa lungimea lui p, observand si ca, la fiecare pas,
obtinem un termen de lungime mai scurta. Distingem mai multe cazuri decat de obicei.

Daci p este 0 sau 1, suntem OK.

Daca p este de forma p; 4+ po sau a.py, scriem py si p2 ca ¢, respectiv go si scriem respectiv pe p ca
g1 + g2, a.q1.

Daci p este de forma m,(0), 7, (1) sau mp(a.p1), il scriem respectiv ca 0, 1, 0.

Daca p este de forma m,,(p1 + p2), Tny1(a.p1) sau m, (7, (p1)), scriem 7, (p1), 7 (p2) st T (p1) ca qu,
a2, respectiv g3 gi scriem respectiv pe p ca g1 + ¢2, a.q1, m,(g3), iar ultimul dintre ele are lungimea mai
scurta si deci putem aplica ipoteza de inductie.

Se observa ca am acoperit toate cazurile posibile. O

Teorema 3.15. (BSP+PR)(A) este o extindere-inchisa conservativi o lui BSP(A), i.e. pentru orice p,
q € Txpgp 4, avEM
BSP(A) Fp=q < (BSP+PR)(A) Fp=gq.
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Exercitiul 3.16. Fiea, b, c,d€ A sip=a.(b.1+c.d.0)+a.b.l € Tsygp pr 1 Pentru orice k € N, sa
se gaseascd q € Tyggp , cu (BSP4+PR)(A) F mpp = q.

Demonstratie. Rationand in (BSP+PR)(A), avem:

m3(p) = a.(b.1 + ¢.d.0) +a.bl=p

(p) =0

(p)=a

m2(p) = a.(b.1 4+ ¢.0) + a.b.1
(p)=a

pentru orice k > 3, mi(p) = p

Acest exercitiu ne conduce la urmatorul rezultat.

Teorema 3.17. Pentru orice p € Tspgp,pr 45 €rista n € N astfel incdt pentru orice k > n,
(BSP+PR)(A) F 7xp = p.

Demonstratie. Din propozitia demonstrata anterior, este suficient sa ardtam enuntul pentru orice p €
TEBSP,A'

Daca p=0saup=1, luim n = 0.

Daca p este de forma a.q, atunci, ludnd m numarul corespunzitor pentru ¢, putem lua n :=m + 1,
deoarece pentru orice k > n, avem k — 1 > m si deci, rationand in BSP(A4),

ep = Tk(a.q) = a1 19 = a.q = p.

Dacéa p este de forma p; + po, atunci, luAnd m; numérul corespunzator pentru p; si mo numaérul
corespunzitor pentru ps, putem lua n := max(mj, ms), deoarece pentru orice k > n, avem k > my si
k > mq si deci, ragionand in BSP(A),

kP = k(1 + p2) = T (p1) + Tr(p2) = p1 +p2 = p.
O

Consideram sistemul de deductie peste Xpspipr 4 si A, ce extinde pe cel definit in sectiunea anterioara
cu urmétoarele reguli (pentru orice a € A si orice n € N):

o ({z i} mz l);
o ({z =2}, mpr1x = mpa').

Cum sistemul de deductie este in format cale, avem ca relatia de bisimilaritate > pe LTS-ul indus de el,
ce are ca multime de stari pe Tsgqp, pr 45 €Ste 0 congruentd pe Txggp, pr 4~ Notdm Ypspipr a-algebra-cat
cu Mpspypr,a = TZBSP+PR,A/ﬁ'

Teorema 3.18. Aceastd algebra este un model al lui (BSP+PR)(A), i.e. Mgsp+pr,a = (BSP+PR)(4).

Teorema 3.19. Fie p, q € Txggp,pr .- Atunci ps>q dacd si numai daca (BSP+PR)(A) - p = q.

3.4 BSP*(A)

Definim Ygsp+ 4 adaugand la Xgsp 4, pentru fiecare a € A, un operator unar a*. Dacé z reprezinta
un proces i a € A, atunci a*x va Insemna intuitiv executarea lui ¢ de un numar finit, arbitrar, de ori
urmata de executarea lui x.

Definim Fggp* 4 ad&ugand la Egsp 4 urmatoarele scheme de axiome, pentru orice a € A:

e a.(a*x) +x =a*x;

e a*(a*x) = a*x.
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Definim acum BSP*(A) := (Xgsp* 4, Egsp* 4)-
Consideram sistemul de deductie peste Xgsp* 4 §i A, ce extinde pe cel definit in sectiunea despre
BSP(A) cu urmatoarele reguli (pentru orice a, b € A):

o (0, a*x = a*z);
o ({z =P’} a*x =0 2);
e ({zl}a™zl).

Cum sistemul de deductie este in format cale, avem ca relatia de bisimilaritate <> pe LTS-ul indus de
el, ce are ca multime de stari pe Txgqp. 4, este o congruentd pe Txyg,. ,. Notam Xgspx 4-algebra-cat cu
Mgspx 4 = Tsggpe o /-

Teorema 3.20. Aceasta algebra este un model al lui BSP*(A), i.e. Mgsp* 4 = BSP*(A).
Teorema 3.21. Fie p, q € Tsggpn ,- Atunci p>q dacd si numai daca BSP*(A) Fp = q.

Teorema 3.22. BSP*(A) este o extindere-inchisa conservativd a lui BSP(A), i.e. pentru orice p,
q € Tsgep 4, avEM
BSP(A)Fp=q< BSP*¥(4)Fp=gq.

3.5 (BSP*+PR)(A)
Definim Ygsp*ypr 4 $i Egsp*t+pr 4 in modul cel mai natural cu putintd, iar apoi punem
(BSP*+PR)(A) := (Xgsp*+pr,4, EBsp*+pPR,A)-

Definitia 3.23. Un p € Tsyqpu,pr 4 5¢ numeste de adancime marginita (bounded depth) dacd exista
n € N astfel incdt pentru orice k > n,

(BSP*+PR)(A) - mip = p.
Exercitiul 3.24. Fie a € A. Pentru orice n € N, avem (BSP*+PR)(A) F m,(a*0) = a™0.

Demonstratie. Rationim peste tot in (BSP*+PR)(4). Demonstram prin inductie dupa n.
Pentru n = 0, avem

7,(a*0) = mo(a*0) = mo(a.a*0 + 0) = m(a.a*0) + m(0) = 040 = 0 = a°0.
Presupunem adevarat pentru n gi demonstram pentru n + 1. Atunci avem
Tni1(a*0) = Tpy1(a.a*0 +0) = 7,41 (a.a*0) + m,11(0) = a.m,(a*0) + 0 = a.7, (a*0) = a.(a™0) = a" 0.

O

4 Procese recursive

4.1 Motivatie

In sectiunea anterioard, am introdus teoria BSP*(A), in care puteam vorbi, pentru fiecare a € A,
despre un operator unar a*, si reamintim ca acest operator era guvernat de o ecuatie de forma

a*x =z + a.(a*x).
De exemplu, dacd a, b € A, termenul a*(b.0) ficea referire la un sistem de tranzitie de forma urméitoare:

a
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Daca avem a, b, ¢ € A, gi vrem si modelam un sistem de tranzitie precum urméatorul:

a

atunci acesti operatori nu mai sunt suficienti. Fireste, am putea sa introducem pentru fiecare cuvant
w € A* un nou ,,operator” w*, guvernat de o ecuatie de forma

w'r =z +w.(w'z),

unde notdm, dacd w = aj ...a,, prin w.a termenul a;.(... (a,.z)...). Atunci sistemul de tranzitie de
mai sus ar fi descris de termenul
X := (ab)*(c.0).

Nu vom face acest lucru, deoarece vom introduce o solutie chiar mai generald de atat. Totusi, exemplul de
mai sus ne va conduce spre acea solutie. Daca aplicam ecuatia definitorie a acestui ,,operator” termenului
X, obtinem

X = c.0+ (ab).((ab)*(c.0)) = c.0 + (ab).X = c.0 + a.b. X,

i.e., mai pe scurt,
X =c0+a.bX.

=77

Observam cd X apare in ambii membri ai ecuatiei, gi de aceea putem numi o asemenea ecuatie ,,recursiva”.
Despre acest tip de ecuatii vom vorbi in continuare.

4.2 Ecuatii si specificatii recursive

Fie ¥ = (F,r) o signaturd si W o multime cu W N F = (), ale cérei elemente se vor numi variabile
recursive si se vor nota de obicei cu litere mari. O ecuatie recursiva peste 3 si W este o ecuatie de
forma X = ¢ unde X € W si t € Tx(W). O specificatie recursivi peste ¥ gi W este o multime R de
ecuatii recursive peste 3 gi W astfel incat pentru orice X € W exista si este unicd o ecuatie din R al
carei membru stang este X.

Vom da acum exemple, pornind de la signatura Xgsp, 4 si considerand a, b, ¢, d € A:

e Wy ={X}, R ={X =c.0+a.b.X} (exemplul dat in motivatie);

e Wy ={X}, Ro ={X = a.(b.1+ ¢.d.0)} (vedem c& membrul drept poate sd nu contind variabile
recursive);

e W3 ={X,Y}, R3={X=aY,Y =bX +aY}

o W, = {Xn | n e N}, Ry = {XO = a.Xl} @] {Xn+1 =a.Xp42 +0.X, ‘ n e N} (atﬁt Wy, cat gi Ry
sunt multimi infinite, numarabile).

Fie R o specificatie recursivi peste Xgsp, 4 si un W corespunzator.
Notam cu Z‘évsp’ 4 extinderea lui Xgsp 4 addugand elementele lui W pe post de constante, iar cu
E§5P7 4 multimea de Z‘éVSR 4-ecuatii care se obtine adaugand la Fgsp 4 elementele lui R.
Notdm apoi (BSP+R)(A) := (EE%P7A,E§SP7A).
De exemplu, si zicem cd avem W = {X,Y} si R = {X = a.Y,Y = b.X}. Atunci, rationand in
(BSP+R)(A), avem ca
X =aY =a.(b.X)

si apoi
X =a.(b.X) =a.(b.(a.(b.X))).
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Daca vom vrea sd lucram cu mai multe specificatii recursive, unde, si zicem, am notat variabile din
specificatii diferite cu acelagi simbol, vom putea dezambiguiza acele variabile folosind notatii precum

uX.R,

semnificand ,;acel X din specificatia R”.

Vom nota cu BSPyec(A) = (Xgsp,...4, FBsp,..,4) teoria care se obtine din BSP(A) addugand toate
specificatiile recursive posibile (cu oarecare grija, ca s nu intram in situatii de genul paradoxului lui
Russell: de exemplu, putem fixa de la inceput o multime numaérabild de variabile gi doar peste submultimi
ale el sd construim specificatii), folosind notatia de mai sus pentru dezambiguizare intre variabile (si
similar vom avea variante recursive pentru toate teoriile de procese din sectiunea precedentd). In mod
similar, vom defini extensii ale lui (BSP4+PR)(A) — adica (BSP+PR),..(A4) — si ale altor teorii de procese.

Dat fiind ca in teoriile de procese operatia + este asociativa si comutativa, putem folosi notatia >
pentru a aduna elementele dintr-o multime finita data.

4.3 Exemplu: descrierea unei stive

Fie D o multime finitd ce va reprezenta tipul de date ce pot fi elemente ale unei stive.

Pentru orice w € D* introducem o variabild S, ce va reprezenta stiva ce va contine cuvantul (sirul
finit) w.

Vom counsidera si cd pentru orice d € D avem actiunile push(d), pop(d) € A.

Definim specificatia recursivi formata din ecuatia

Sy=1+ Z push(d).Sy

deD

si, pentru orice d € D gi w € D*,

Saw = pop(d).Sw + Z push(e).Seguw-
eeD

In particular, pentru orice d € D, avem

Sq = pop(d).Sy + Z push(e).Seq4.

ecD

Se observa ca au loc urmatoarele egalitati:

’/T()(S)\) = 1+O = 1

m(Sy) =1+ Z push(d).mo(Sq) =1+ Z push(d).0.
deD deD

ma(Sy) =1+ Z push(d).m(Sq) =1+ Z push(d). (pop(d).l + Z push(e).0> .

deD deD ecD

4.4 Solutii

Fie T = (3, E) o teorie, W o multime corespunzitoare (de variabile recursive), iar R o specificatie
recursiva peste X si W. Definim, prin generalizare a notatiilor prezentate anterior, ©" ca fiind extinderea
lui ¥ adiugand elementele lui W pe post de constante, iar £ ca fiind multimea de ©"-ecuatii care se
obtine addugand la F elementele lui R. Notam apoi T® := (W EF). Fie M o X-algebra care satisface
T.

In acest cadru, spunem ci o solutie pentru R in M este o XW-algebra M’ ce extinde pe M astfel
incat M’ = TR,

In continuare, vom da cateva exemple.
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Daca lucram cu teoria T, punand W = {X} si R = {X = X}. Atunci 3% va fi 3, la care addugim
pe X pe post de constantd, iar E¥ va fi E, la care adaugim ecuatia X = X.

Stim cd N = T,. A gisi o solutie pentru R in A este echivalent cu a gisi un n € N (o interpretare
pentru X) astfel incat n = n. Vedem ci orice n € N satisface aceasta, agadar solutia nu este unica.

Daca aveam R = {X = X + X}, aveam o singuri solutie, datd de interpretarea lui X prin 0.

Dacad aveam R = {X = X + s0}, atunci nu existau solutii.

Lucrdm acum cu teoria (BSP+PR)(A). Luam W = {X} ¢i R = {X = a.X}. Cautam o solutie pentru
R in Mpsp, 4, iar aceasta este echivalent cu a gési un t € Tygq, , cu t&2a.t.
Din cele aratate data trecuta, stim ca existda n € N astfel incat pentru orice k > n avem

(BSP+PR)(A) I- 7yt = t,

deci t<>mit. Ardtdm acum ca pentru orice m € N, avem ci (BSP+PR+R)(A) + 7, X = a™0.
Demonstrdm prin inductie dupa m. Pentru m = 0, avem, rationand in (BSP+PR+R)(A4), ci

m0X = mo(a.X) = 0 = a0.
Presupunand adevarat pentru un m, avem ca
Tmi1 X = Tmi1(a.X) = a.mpn(X) = a.(a™0) = a™ 0.
Asgadar, pentru orice m € N, avem 7,,,t<>a™0, deci
a0 Tttt tera™ 10,

dar avem ca a"0 ¢ a™ 10 (exercitiu!), ceea ce este o contradictie. Asadar, nu avem solutii, iar aceasta
motiveaza cautarea de modele noi.

In primul rand, daca W e o multime corespunzatoare, si R este o specificatie recursiva peste Xgsp, 4
si W, vom extinde notatia ut.R delat € Wlat € TEE‘QP K recursiv, pentru orice s, t € ngvsp K prin:

e unl.R=1, u0.R = 0;

o u(a.t).R=a.(ut.R);

o u(s+1t).R=(us.R)+ (ut.R).

Consideram sistemul de deductie peste Xgsp,...4 si A, ce extinde pe cel definit in sectiunea despre
BSP(A) cu urmatoarele reguli (pentru orice W, orice specificatie R peste Ygsp(ay,4 si W, orice X € W
sioricet € Ty~ cu X =t€R):

o ({ut.R 1}, uX.R);

o ({ut.R ="y}, uX.R—=y).

Cum sistemul de deductie este in format cale, avem c& relatia de bisimilaritate <> pe LTS-ul indus de
el, ce are ca multime de stari pe Txgqp 4, €Ste 0 congruentd pe Txgg, - Notam Ygsp,,. a-algebra-cat
cu MBSPrec,A = TEBSPrec,A/ﬁ'

Teorema 4.1. Aceastd algebrd este un model al lui BSPec(A), i.e. Mgsp,.. 4 = BSPrec(4).

rec,

Demonstratie. Fie W si o specificatie R peste Ygsp 4 51 W. Luam X =t € R. Ceea ce trebuie arétat
aici este ca pX.Rerut.R. Pentru aceasta, se ia relatia

{(uX.R,ut.R)y U{(p,p) | p € Tsgsp,ecn

si se arata ca este o bisimulare. O

Teorema 4.2. BSP,..(A4) este o extindere-inchisd conservativa a lui BSP(A), i.e. pentru orice p, q €

TEBSPMYA, avem
BSP(A)Fp=¢q < BSP.(A) Fp=gq.

In mod analog, se construieste si Mgsp+pPR),__,A-

rec’
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4.5 Principii de recursie. Specificatii gardate

Daca T = (3, E) este o teorie, iar M o 3-algebra ce satisface T, spunem ci M satisface RDP (Recursive
Definition Principle) si notdam M = RDP daci pentru orice W i orice specificatie recursivd R peste X gi
W, avem ca existd o solutie a lui R in M.

De exemplu, avem ci Mgsp 4 = RDP, dar Mgsp,...4 = RDP.

In continuare, vom oferi nigte metode pentru a garanta unicitatea solutiilor. Nu vom intra mereu in
toate detaliile, ci doar vom schita ideile principale si vom rationa mai informal.

Daca X este o multime, s € Txggp 4 (X) si # € X UW, spunem ca o aparitie a lui  in s este
gardatd (guarded) daci este in cadrul unui subtermen de forma a.t. Termenul s se numegte complet
gardat daca pentru orice z € X U W avem ci fiecare aparitie a lui = in s este gardata. O specificatie
recursiva se numeste complet gardata daca orice membru drept al unei ecuatii din ea este complet
gardat.

Oferim cateva exemple:

e In termenul a.X +Y + c.(b.0 + X), avem ci aparitiile lui X sunt gardate, iar aparitia lui Y nu este.

e In termenul a.X +Y + a.(b.0 +Y), avem ci aparitia lui X este gardata, iar prima aparitie a lui ¥’
nu este gardata, in vreme ce a doua este.

e In termenul a.(X +Y), si X, 5i Y apar doar gardat, deci termenul este complet gardat.
e Specificatia Ry = {X; = a.X1,Y; = a. X1} este complet gardati.

e Specificatia Ry = {X3 = a.X5, Y2 = X5} nu este complet gardata.

e Specificatia datd mai devreme pentru o stiva este complet gardata.

Observam ci, rationand in (BSP+R;)(A4), avem cid X; = a.X; 1 Y7 = a.X; = X1, iar, rationand in
(BSP+R3)(A), avem ci Xo = a. X5 §i Yo = X = a.Xs, deci Intr-un anume sens cele doud specificatii sunt
»echivalente”, deci definitia de mai sus este prea restrictiva.

Spunem ci s € Txgqp  , (X) este gardat daca existd t € Txggp,_ 4 (X) complet gardat astfel incat
BSP,ec(4) F s =t. Spunem cid R este o specificatie gardata daci existd o specificatie complet gardata
R/, in care apar in membrii stAngi exact aceleasi variabile ca in R, astfel incat pentru orice e € R’, avem

(BSP+R)(A) - e.

De exemplu, Ry de mai sus este gardatd, deoarece putem lua R’ = {Xs = a.X5,Ys = a. X }.

Daca T = (X, E) este o teorie, iar M o X-algebri ce satisface T', spunem ci M satisface RSP (Recursive
Specification Principle) si notdm M |= RSP dacd pentru orice W si orice specificatie recursiva gardatd R
peste X si W, avem ca exista cel mult o solutie a lui R in M.

Putem folosi RSP ca pe o regula de deductie.

De exemplu, dacd avem specificatia Ry = {X = a.X} si Ro = {Y = a.a.Y'}, luand X o solutie pentru
R;, obtinem ca

X =aX=a.aX

si deci X este o solutie pentru Rs. Aplicand RSP, obtinem X =Y.

De asemenea, vom mai nota cu RDP™ varianta lui RDP care cere doar specificatiilor gardate sa aiba
solutii.

Introducem acum un nou principiu, numit AIP (Approzimation Induction Principle), care, ca reguld
de deductie spune ci daca avem doi termeni s si ¢ astfel incat pentru orice n € N, avem m,s = m,t, atunci
putem deduce s = t. Este, agadar, o reguld de deductie infinitara, ce necesitd un numar numaérabil de
premise.

De pilda, folosind tot specificatiile de mai devreme, putem deduce (ca intr-un exemplu anterior) ci
pentru orice n € N, avem 7, X = a"0 si m,Y = a"0 , deci, folosind AIP, deducem cid X =Y. Se observa
agadar o legatura intre AIP gi RSP, pe care o vom schita in continuare.

Daca punem in descrierea lui AIP conditia ca s sa fie gardat, obtinem ceea ce se noteaza cu AlIP™.
Remarcam cd deductia precedentd inca functioneaza, deoarece avem X = a.X, iar a.X este complet
gardat, deci X este gardat.
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A AP

Demonstratie. Trebuie aratat ca pentru orice p complet gardat si orice ¢ astfel incat pentru orice n € N
avem T,p<>T,q, avem p<>q. Pentru aceasta, se ia relatia

Teorema 4.3. MpgsppR)

rec’

{(u,v) | u complet gardat si pentru orice n € N, mus>m,v}
si se aratd ci este o bisimulare — o demonstratie destul de complexa. O

Pentru o teorie T' ce extinde BSP(A), definim in mod recursiv ci un termen este in forma normals
head (HNF), in felul urméator:

e 0si 1 sunt in HNF;
e pentru orice a € A si orice t, a.t este in HNF;
e pentru orice s, t in HNF, s 4+ ¢ este in HNF.

Spunem ca T are proprietatea HNF daca pentru orice termen gardat s existd un termen ¢ in HNF cu
ThHs=t.

Prin inductie, se poate ardta ca dacd T extinde BSP(A), atunci pentru orice ¢ in HNF exista ay, ..., a, €
A gi termeni tq,...,t, cu

n
THt=>Y apt(+1).
=1

Tot prin inductie, se poate aradta cd (BSP+PR),..(A) are proprietatea HNF.

Propozitia 4.4. Fie R o specificatie recursiva gardata pentru (BSP+PR)(A4), X € W gin € N.
Atunci exista un termen p € Tsgep pr 4 astfel incdt pentru orice t € Tsgep pry 4 CU

(BSP+PR) __(A) F R[X := 1],

rec

avem
(BSP+PR), . (A4) F mpt = p.

Teorema 4.5. Fie R o specificatie recursiva gardatd pentru (BSP+PR)(A), X € W gsin € N. Fie s,
te TE(BSP+PR)rec,A cu

(BSP+PR),.(4) F R[X := s],

St

(BSP+PR) __(A) F R[X := ].

rec

Atunci
(BSP+PR), . (A) F s = myt.

Demonstratie. Tau p-ul din propozitia anterioara si atunci avem
(BSP+PR), . (A) F mps = p = myt.
O

Se poate ardta acum ci, intr-o teorie ce extinde (BSP+PR)(A4), in prezenta AIP™, proprietatea HNF
implicd RSP. Intuitiv vorbind, ludm s si ¢ care satisfac ecuatiile unei specificatii recursive gardate, iar,
din rezultatele anterioare, obtinem cé pentru orice n, m,s = m,t. Aplicand AIP™, obtinem s = t¢.

In felul acesta se aratd urmatorul rezultat.

Teorema 4.6. Mspipr)_,a = RSP.

rec
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