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1 Algoritmul de unificare

O substitutie este o functie partiala de la variabile la termeni, adica o : V' — Trm,. Un unificator
pentru doi termeni ¢ si {2 este o substitutie 6 astfel incat 6(¢1) = 6(t2). Un unificator v pentru t¢;
si ty este un cel mai general unificator daca pentru orice alt unificator v/ pentru t; si to, exista o
substitutie p astfel incat v/ = v; p.

Algoritmul de unificare:

Lista solutie Lista de rezolvat
S R
Initial 0 t1=1t),...,th =1,
SCOATE S R, t=t
S R
DESCOMPUNE S R, f(t1,. . tn) = f(t), ..., 1)
S R, ti=¢t,.. .t, =1,
REZOLVA S R, x=tsaut =z, nuapare in t
x =1, Sz« { R'[z «
Final 1]

S
Algoritmul se termind normal dacd R = 0 (in acest caz, In S are un unificator pentru termenii
din lista initiald R).
Algoritmul este oprit cu concluzia inexistentei unui unificator daca:

(i) In R existi o ecuatie de forma f(t1,...,t,) = g(t;,...,t}) cu f # g. Simbolurile de constanti
se considera simboluri de functie de aritate 0.

(ii) In R existd o ecuatie de forma x = ¢ sau ¢t = x si variabila z apare in termenul ¢.



2 Deductie naturala

’ Sistemul de reguli al deductiei naturale‘
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TND (tertium non datur) este reguld derivata.

Atentie! La acest sistem se adauga regula de copiere
Regula de copiere:

e la un pas al unei demonstratii poate fi copiata orice formula demonstrata anterior.

e la un pas al unei demonstratii nu pot fi copiate formule din interiorul cutiilor care sunt inchise
in acel moment.



3 Puncte fixe

O multime partial ordonata (mpo) este o pereche (M, <) unde <C M x M este o relatie de ordine (i.e.,
reflexivé, antisimetrica, tranzitivda). O multime partial ordonata (C, <) este completd (cpo) daca C
are prim element L (L < x oricare x € C') si \/,, x,, existd in C pentru orice lant 21 < 29 <3 < ...

Fie (C, <¢) o multime partial ordonata. Un element a € C este punct fiz al unei functii f : C' — C
dacd f(a) = a. Un element [fp € C este cel mai mic punct fix al unei functii f : C — C daca este
punct fix gi pentru orice alt punct fix a € C al lui f avem [fp <¢ a.

Fie (A, <4) si (B, <p) multimi partial ordonate. O functie f : A — B este monotona (crescatoare)
dacd a1 <4 ag implicd f(a1) <p f(aq) oricare a1, as € A.

O clauza definita propozitionald este o formula care poate avea una din formele:
— ¢ (clauza unitate)

—DiAN.CADE Qg
unde ¢, p1,...,p, sunt variabile propozitionale.

Fie S o multime de clauze definite propozitionale. Fie A multimea variabilelor propozitionale
P1,D2,. .. care apar in S si Baza = {p; | p; € S} multimea clauzelor unitate din S. Definim functia

fs:P(A) — P(A) prin
fs(Y)=YUBazaU {a € A| (s1A...As, —a)estein S,s1 €Y,...,5, €Y}
Fie (A, <4) si (B, <p) multimi partial ordonate complete. O functie f : A — B este continud

daca f(\,, an) =V, f(a,) pentru orice lant {ay}, din A. Observam ca orice functie continua este
crescatoare.

Pentru orice multime de clauze definite propozitionale S, functia fg este continua.

Teorema 1 (Knaster-Tarski). Fie (C,<) o multime partial ordonatd completa si ¥ : C — C o
functie continua. Atunci

a=\/F*(1)

este cel mai mic punct fix al functiei F.

4 Rezolutie SLD

O clauza definita este o formula de forma:

— P(ty,...,t,) (formuld atomicd), unde P este un simbol de predicat, iar ¢1,...,t, termeni

— PiA...ANP, — @, unde toate P;, () sunt formule atomice.

O regula din Prolog Q: — Py,...,P, este o clauza P, A ... A P, — @, iar un fapt din Prolog
P(ty,...,ty) este o formuld atomica P(ty,...,t,).

e O clauza definitda Py A ... A P, — @ poate fi gandita ca formula Q V =P} V...V =P,.

e Pentru o multime de clauze definite T, requla rezolutiei SLD este

-PV.---VaP, V...V P,
(ﬁpl\/...\/ﬁQl\/...\/ﬁQm\/...\/ﬁPn)Q

SLD

unde QV —Q1 V -V =Q,, este o clauzd definitd din T (in care toate variabilele au fost
redenumite) si 6 este c.g.u pentru P; si Q.

e Fie T o multime de clauze definite si Py A ... A P, o tinta, unde P; sunt formule atomice. O
derivare din 7" prin rezolutie SLD este o secventda Gg := P, V...V P,, Gy, ..., Gk, ... In
care G;41 se obtine din G; prin regula SLD. Daca existd un k cu Gy = O (clauza vida), atunci
derivarea se numegte SLD-respingere.

Teorema 2 (Completitudinea SLD-rezolutiei). Sunt echivalente:

(i) existd o SLD-respingere a lui Py A ...\ Py, din T,



(ii)) TEPLA- APy,

Fie T' o multime de clauze definite si o tinta Gy = —~Py V...V = P,,. Un arbore SLD este definit
astfel:

e Fiecare nod al arborelui este o tinta (posibil vida)
e Radacina este Gy

e Daca arborele are un nod Gy, iar G;41 se obtine din G; folosind regula SLD folosind o clauza
C; € T, atunci nodul G; are copilul G;41. Muchia dintre G; si G;41 este etichetata cu C;.

Dacé un arbore SLD cu rad&cina Gy are o frunza O (clauza vida), atunci existd o SLD-respingere
alui Go din T.

5 Lambda-calcul

Sintaxa A-calculului:
t=x|Xzt|tt

A-termeni. Fie Var = {z,y, z,...} o multime infinitd de variabile. Multimea A-termenilor AT
este definita inductiv, astfel:

[Variabild] Var C AT
[Aplicare] dacd t1,ts € AT atunci ({1 t2) € AT
[Abstractizare] dacd = € Var si t € AT, atunci (A\x.t) € AT

Conventii de scriere.

e in scrierea A-termenilor vom elimina parantezele exterioare si vom scrie, de exemplu, zy in loc
de (zy), sau Az.zy in loc de (Az.(zy));

e aplicarea este asociativa la stanga: titots este (¢1t2)ts;
e corpul abstractizarii este extins la dreapta: Ax.tits este Ax.(t1t2);

e scriem Azyz.t, in loc de Az.\y.\z.t.

5.1 Variabile libere si legate

Variabile libere si legate. Pentru un termen Az.t spunem ca:
e aparitiile variabilei x In ¢ sunt legate (bound);
e \z este legatura (binder), iar t este domeniul (scope) legarii;
e 0 aparitie a unei variabile este libera (free) dacd apare intr-o pozitie in care nu este legata.

Un termen fara variabile libere se numeste inchis (closed).

Multimea variabilelor libere FV(t). Pentru un A-termen ¢, multimea variabilelor libere este
definita astfel:

[Variabild] FV(x) = {z}
[Aplicare] FV (t1te) = FV(t1) U FV (t2)
[Abstractizare] FV (\x.t) = FV(t) — {z}



5.2 Substitutii

Fie t un A-termen si © € Var. Pentru un A-termen u vom nota prin [u/z]t rezultatul inlocuirii
tuturor aparitiilor libere ale lui « cu w in {.

[Variabils] [u/2]z = u
[Variabils] [u/z]y = y dacd z # y

[Aplicare] [u/a](t1ts) = [u/a]t1[u/z]ts

[Abstractizare] [u/z]\z.t = Aa.t

[Abstractizare] [u/z]Ay.t = \y.[u/z]t unde z # y si y & FV ()
[Abstractizare] [u/z]Ay.t = Az.[u/z]([z/y]t) unde = £ y siy € FV (u)

Variabilele legate pot fi redenumite.

5.3 «a-conversie (a-echivalenta)
a-conversia =, este relatia binara care satisface urmatoarele proprietati:
[Reflexivitate] t =, t
[Simetrie] t; =4 to implicd to =, t;
[Tranzitivitate] t; =4 t2 si ta =, t3 implicd t; =, t3
[Redenumire] Az.t =, Ay.ly/z|t dacd y & FV(t)
[Compatibilitate] t1 =, to implica tt1 =, tta, t1t =4 tot si Az.t; =, A\x.ta
Compatibilitatea cu substitutia.

t1 =q t2 Sl u1 =4 ug implicd [uy/x]t] =4 [ua/z]ts

5.4 [-reductia

[B-reductia este o relatie definita pe multimea a-termenilor, 5 C AT x AT, unde
[Aplicarea] (Az.y)u —g [u/x]t
[Compatibilitatea] t1 —p to implica tt; — g tte, t1t —p tot si Ax.t1 = Az.to

Inchiderea reflexivi si tranzitiva a acestei relatii se noteaza %ZQ AT x AT, iar t1 %E to daca exista
n > 0 si ug, ..., up asfel Incat ¢t =4 ug =g U1 —+g ... =g Up =q to.

Un termen poate fi S-redus in mai multe moduri, iar proprietatea de confluenta ne asigura ca
vom ajunge Intotdeauna la acelasi rezultat. (forma normald este unicd, modulo a-echivalenti)



6 Exemplu foldr

Pasul 0: scriem functia in forma recursiva

double0ddLTn :: [Int] -> Int -> [Int]
double0ddLTn []1 _ = []
double0ddLTn (x:xs) n
| odd x & x < n
| otherwise

(2 * x) : double0ddLTn xs n
double0ddLTn xs n

Scopul este sa aducem aceasta functie in forma proprietatii de universalitate

DACA

g [ = init

g (x:xs) = f x (g xs)
ATUNCI

g = foldr f init

Pasul 1: redenumim functia doubleOddLTn cu g

gl =10

g (x:xs) n
| odd x && x < n (2*x) : gxsn
| otherwise =gzxsn

Pasul 2: schimbam din guards in if-then-else

gl =10
g (x:xs) n = if (odd x && x < n) then (2 * x) : g xs n else g xs n

Pasul 3: aplicam currying si uncurrying

gl =\_->10
g (x:xs) = \n -> if (odd x && x < n) then (2 * x) : g xs n else g xs n

Pasul 4: aplicam proprietatea de universalitate
(am gasit deja ca init = \_ -> [])

g (x:xs) = f x (g xs)

g (x:xs) = \n -> if (odd x && x < n) then (2 * x) : g xs n else g xs n
deci

f x (g xs) =\n ->if (odd x && x < n) then (2 * x) : g xs n else g xs n

Pasul 5: redenumim g xs = u (APROAPE DE FIECARE DATA)

f xu=\n->if (odd x && x < n) then (2 * x) : un elseun

Pasul 6: extragem functia f

f=\x ->\u->\n -> if (odd x && x < n) then (2 * x) : un else un
sau

f=\xun ->if (odd x & x < n) then (2 * x) : un elseun

in acest moment, avem f si init, deci putem scrie g = foldr f init

double0ddLTnFoldr :: [Int] -> Int -> [Int]

double0ddLTnFoldr = foldr (\x un -> if (odd x &% x < n) then (2 * x) : un else un) (\_ -> [1)



Semantica unei variabile
() (X, o)y—> (i, o) dacdi= o(x)
Semantica adunarii a doua expresii aritmetice
(Aoo) iy + o, oY= (i, o) dacai= iy + o
(a1, o)y—>(ay, o) (a2, o)—>(ay, o)

(a1 +az, o)y—(a, +a, o) (a1 +az, o)y— (a1 +a,, o)
Observatie: ordinea de evaluare a argumentelor este nespecificata.

Semantica operatorului de comparatie
(Lea-FaLse) (.'1 =<y, o)— (false, o) daca iy > io
(Lea-tre) {Iy =<lp , o) — (true, o) dacadi; < i

(a1, oy—(ay, o) (@2, o) (@, o)
(a1=<ax, 0)—(aj=<az,0) (a=<a,o0)—= (@ =<a,, o)
Semantica negatiei

(1-FaLsE) (not(true) R O')'—> (false > 0-)
(lve)  (not(false) , o) — (true, o)

(a, oy—<a’, o)
(not (@), o)— (not (a’), o)

Semantica si-ului
(Ano-rase)  (and (false, bo), o) — (false, o)
(AND-TRUE) (and (true, bg) , O') — (bg , O')

(b, oy— (b, o)
(and (by , bp), o)— (and (b] , b2), o)




Semantica blocurilor

(Bocx) ({S}, 0)—> (s, 0)

Semantica compunerii secventiale

(Nexrstar)  (SKip; So, o) — (So, O)
(s1, o)y—> (s, o)

(S1; S2,0)— —(81; S, 0)

Semantica atribuirii

(Asen) (X =1, oy—> (skip, ¢’) dacd o’ = oy

(@, oy—<a, o)
(x=a,o)y-{(x=a, o)

Semantica lui if
(rtroe) (1f (true, bly, b’g) , oY= (bly, o)
(IF-FaLsE) (if(false,bh,bb),(T)—e(bb, U?

(b, )y—=<(b", o)
<1f (b, bh,blg) ) O')—> <1f (b’, bl1, blg) ) O')
Semantica lui while
(Wwee) (while (b,bl), o)— (if (b, bl ;while (b, bl),skip), o)
Semantica programelor
(a1, o1)— (@, 02)
((Sklps 31) s 0-1>_) ((Sklp’ 32) ’ 0-2>
(81, 01) > (S2, 02)

((s1,a), 1) = ((s2,a) , 02)

(Pam)
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