FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 1

(S1.1) Fie A, B, C' multimi. Demonstrati ca
(i) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC().
(i) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).

Demonstratie:

(i) Avem ca
reAx (BUQ) exista a € Agiy€ BUC cux = (a,y)
existaa € Agiy € Bsauy € C cuzx = (a,y)

(existd a € Asiy € Beuz = (a,y))
sau (existéaGA@yGCcuxz(a,y))
re€AxBsauxe AxC
re(AxB)U((AxCO).

Prin urmare, A x (BUC) = (A x B)U (A x C).
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(ii) Demonstram prin dubla incluziune.

CFiexze Ax (BNC). Atunci exista a € Asiy € BNC cuz = (a,y). Deoarece

y € B, rezulta ca x € A x B. Deoarece y € C, rezulta ca z € A x C. Prin urmare,
re(AxB)N(Ax ().

DFiex e (AxB)N(AXxC). Atunciz € Ax Bgix € AxC, asadar, . = (a1, 1)
cua; € Ajy; € Bsixz = (as,y2) cuay € A, ys € B. Deoarece z = (ay,y1) = (az, y2),
trebuie sa avem a; = as §i y1 = yo. Fie a := ay = as §i y := y; = yo. Atunci
r=(a,y),cuac Asiye BNC. Rezulta ca x € A x (BN C).

Am demonstrat ca A x (BNC)=(Ax B)Nn(AxC).

(S1.2) Fie A = {a,b,¢,d} si R = {(a,b), (a,c),(c,d), (a,a),(b,a)} o relatie binara pe A.
Care este compunerea R o R? Care este inversa R~! a lui R?
Demonstratie: Obtinem

RoR = {(a,a),
R~ = {(a,a),(a,b),(b,a),(c a),(d,c)}
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(S1.3) Sa se demonstreze asociativitatea compunerii relatiilor.
Demonstratie: Fie RC AxB,Q C Bx(C,S C CxD treirelatii. Vrem sa demonstram
ca
(So@)oR=Sc(QoR).
C Fie (a,d) € (SoQ) o R. Atunci exista b € B cu (a,b) € R si (b,d) € S o Q. Din faptul
ca (b,d) € So@Q avem ca exista ¢ € C cu (b,c) € Q si (¢,d) € S. Din faptul ca (a,b) € R
si (b,c) € Q, avem (a,c) € Qo R. Am obtinut ca (a,c) € Qo R si (¢,d) € S. Prin urmare,
(a.d) € So (Qo R).
O Se demonstreaza analog.
(S1.4) Fie (4, <) o multime partial ordonata si ) # .S C A. Demonstrati urmatoarele:
(i) Atat minimul, cat i maximul lui S sunt unice (daca exista).
(ii) Daca min S exista, atunci min S este element minimal al lui S.
(iii) Daca max .S exista, atunci max .S este element maximal al lui S.

Demonstratie:

(i) Presupunem ca z si #’ sunt minime ale lui S i demonstram ca sunt egale.

Deoarece = este minim al lui S, avem ca x < y pentru orice y € S. Luand y := o’
obtinem
r<a (1)

Deoarece ' este minim al lui S, avem ca 2’ < y pentru orice y € S. Luand y := =
obtinem
<z (2)

Din (1) si (2), folosind faptul ca < este antisimetrica, rezulta ca x = z’.
Se procedeaza asemanator pentru maxim.
(ii)) Fie # = minS. Fiet € § al. t < z. Deoarece z este minimul lui S, avem gi ca

xr <t Dint <z x <tsg antisimetria lui < rezulta ca x = t. Prin urmare, x este
element minimal al lui S.

(iii) Se demonstreaza similar.
(S1.5) Fie X o multime. Sa se arate ca nu exista o functie surjectiva cu domeniul X si

codomeniul P(X).
Demonstratie: Presupunem ca ar exista si fie f : X — P(X) surjectiva. Fie multimea

A={reX |z ¢ f(x)} e P(X).

Dat fiind ca f este surjectiva, exista y € X cu f(y) = A. Dar atunci: y € A=y ¢ f(y) =
A&y ¢ A ceea ce este o contradictie.



(S1.6) Fie F = {B C N | B este finita}. Sa se demonstreze ca (F,C) nu este inductiv
ordonata.
Demonstratie: Consideram submultimea

C={A,|neN} unde A, ={0,1,2,...,n}.

Se arata usor ca C este total ordonata: pentru orice m,n € N, avem ca A,, C A, daca
m<nsiA, CA, dacan <m.

Presupunem ca B € F este majorant al lui C. Deoarece B este finita, exista M = max B.
Rezulta ca B C Ay C Apry1. Am obtinut o contradictie. Prin urmare, C nu are majoranti.
Deci, (F, C) nu este inductiv ordonata.



