FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 4

(S4.1) Fie LP logica propozitionala. Sa se arate urmatoarele:
(i) Multimea Fxpr a expresiilor lui LP este numarabila.
(ii) Multimea Form a formulelor lui LP este numarabila.

Demonstratie:

(i) Avem ca Expr = J, oy Sim”™ = {A\} U, ey Sim". Deoarece Sim =V U{=,—,(,)}
i V' este numarabild, obtinem, ca [Sim| = |V| + [{—,—,(,)}| = Ro +4 = Rq. Deci
Sim este numarabila. Conform Propozitiei 2.42.(i), rezulta ca Sim™ este numarabila
pentru orice n > 1. Aplicand Propozitia 2.42.(iii) rezulta ca Expr este cel mult
numarabila. Deoarece Sim C FExpr si Sim este numarabila, rezulta ca Expr este,
de asemenea, numarabila.
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(ii)) Avem ca V. C Form C Expr. Prin urmare, Ry = |V| < |Form| si |[Form| <
|Expr| = Rg. Aplicand Teorema Cantor-Schroder-Bernstein, obtinem ca |Form| =
Ny. Prin urmare, F'orm este numarabila.

(S4.2) Fie LP logica propozitionala. Definim
W :={p € Form | Var(p) = {v1,vs,v3}}.

Sa se demonstreze ca W este numarabila.
Demonstratie: Deoarece W C Form, avem evident |W| < |Form| = X,. Fie

[N =W, f(n)=viAviA... Ao

n org

Evident, f este injectiva, prin urmare Xy = |N*| < |W|. Aplicam acum Teorema Cantor-
Schroder-Bernstein pentru a obtine ca |[W| = ,.

(S4.3) Considersm limbajul de ordinul I £,, = (<; 4, x,.5;0) (limbajul aritmeticii) i Lq,-
structura N' = (N, <, +,-, 5,0). Fie formula ¢ = Vo, (v3<vy Vvs = vy). S& se caracterizeze
acele interpretari e : V — N ce au proprietatea ci ¢ (e) = 1.



Demonstratie: Fiee:V — N. Avem

oNie)=1 (Vus(vs<vg Vos = vg))V(e) = 1

pentru orice a € N, (v3<v4 V v3 = v4)V (€yy5a) = 1

pentru orice a € N, (v3504)N (€vy5a) V (03 = 1)V (€3s0) = 1
pentru orice a € N, (v3<04)Y (€4,50) = 1 sau (vs = vg)" (€vysa) = 1
pentru orice a € N, €y,4(v3) < €4,50(V4) AU €450 (V3) = €pysal(Vs)
pentru orice a € N e,,,44(v3) < €4,50(v4)

pentru orice a € N, e(v3) < a

e(vs) = 0.

[ A

(S4.4) Sa se arate ca pentru orice limbaj £ de ordinul I, orice formule ¢, ¢ ale lui £ si
orice variabila x, avem:

—Vzp H Jz—g (1)
Vee E Vr(p V) (2)
V(e — ) F Jxp — Jx (3)

Demonstratie: Fie A o L-structuragie: V — A.
Demonstram (1):

AE (Vzp)[e] A (Vap)e]
exista a € A a.i. AF ¢lersadl
exista a € A a.i. AF (—¢)[ersal

AE (Jz—p)[e].

Demonstram (2):
AE (Yzp)le] pentru orice a € A, AF @[y q)

pentru orice a € A, AF ¢lessq) sau A E Ylesa)

pentru orice a € A, AF (¢ V ¥)[ersd]
AE (Vz(eVy))le].
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Demonstram (3):
Avem ca AE (Vz(p — ¥))[e] < pentru orice a € A, AF (¢ = ¢)[ensa =

() pentru orice a € A, dacd A F plesq], atunci A F ¥legq].
Vrem sa aratam ca A F (Jzp — Jz)le], adica
() daca AF (Jzp)le], atunci A F (Jz1p)|e].

Presupunem ca A E (Jzg)[e]. Atunci exista b € A cu A E plegsp]. Din (¥) rezulta ca
A E Ylegs]. Deci AE (Jz1p)[e], ceea ce trebuia aratat.

(S4.5) Sa se dea exemple de limbaj £ de ordinul I gi de formule ¢, ¢ ale lui £ astfel incat

2



(i) Va(p V) 7 Vop V Vg
(i) Jzp Ay F Jz(p A ).
Demonstratie: Considerim Lo, = (<, +, %, S, 0), La-structura N := (N, <, +,-, S, 0) si
e : V — N o evaluare arbitrara (sa zicem, punem e(v) := 7 pentru orice v € V).
(i) Fie 2:= S50, ¢ := 2<2 §i ¢ := ~(2<2). Atunci
N E (Va(p V 9))[e].
Pe de alta parte,

(a) N E (Vaxyp)le] <= pentru orice n € N avem N E ¢[e,,,] <= pentru orice
n € N, avem n < 2, ceea ce nu este adevarat (luam n := 3, de exemplu). Deci,

N 7 (Vop)[e].
(b) N E (Vzi))[e] <= pentru orice n € N avem N F ¢[e,,,] <= pentru orice
n € N, avem n > 2, ceea ce nu este adevarat (luam n := 1, de exemplu). Deci,

N7 (Vai))[e].

Prin urmare,

N E (Vep vV V)e].
(ii) Fie 2 := 550, ¢ := 2<2 §i ¢ := =(2<2). Avem:
(a) N F (ry)le] <= existda n € N ai N F glensn] < existain € N al.

n < 2, ceea ce este adevarat (luam n := 1, de exemplu). Deci, N E (Fzyp)[e].

(b) N E (Fzb)le] <= exista n € N al N E ¢[eg,,] < existi n € N a.l.
n > 2, ceea ce este adevarat (luam n := 3, de exemplu). Deci, N E (Jx))[e].
Prin urmare,

N E (Fzp A Jz)|e].

Pe de alta parte, N E (z(p A))[e] < exista n € N ail. N F (p AvY)[essn]
<= existan € N al n <2sin> 2, ceea ce este fals. Prin urmare,

N Bzl Ap))lel-



