FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 5

(S5.1) Fie £ un limbaj de ordinul I ce contine un simbol de relatie unar P. S& se arate ca
= 3U0(P(U0) — \V/’UIP(1)1>).

Demonstratie: Fie A o L-structuragi e: V — A o evaluare. Atunci:

AFE (Juo(P(vg) = Yor P(v1)))]e] < existda a € A ai. AF (P(vg) = Vo1 P(v1))[€vysal
> existd a € A ad. (AW (P(v))[ewsa) sau A E (Vo1 P(v1))[€npsa) )

< existaa € A al. (a ¢ PA sau pentru orice b € A, b € PA)

— (existé a€A al ad¢d PA) sau (pentru orice be A, b e PA)

= PA 4 Asau PA = A,

ceea ce este adevarat.

In continuare, £ este un limbaj de ordinul I §i I' U {¢, ¥} C Form,.

(S5.2) Sa se demonstreze ca:
(1) Frau ¢ A (9 =) = .
(i) Fraut v = (¢ = 1))
Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a € {0, 1},
OAa=0, 0—=>a=1, 1Aa=a, 1—=a=a, a—>1=1 a—>a=1.
Fie A o L-structura si F': Form; — {0,1} o L-evaluare de adevar.

(i) Avem ca

FleA(p—=1) =) =FlpA(p—=1) = F) = (Fle) ANF(e =) = F(y)
= (F(e) A (F(p) = F(¥))) = F(y).

Avem urmatoarele cazuri:

(a) Fl) = 0. Atunci (F(p) A (F(0) = (1)) = F(¥) = (0A (0 = F(¢))) =
F() = 0= F() = L.

(b) F(g) = 1. Atunci (F(p) A (F(¢) = F(©))) = F@) = (LA (1 = F())) =
F() = (1= F()) = F() = F(¥) & F(i)) = 1

1



(ii) Avem ca
F(p = (p—=1)=F@) = Flo =) =F@) = (F(p) = F¥)).
Avem urmatoarele cazuri:

(a) F(¢) = 0. Atunci F(¢) = (F(p) = F(¢)) = 0= (F(p) = 0) =
(b) F(¢) =1. Atunci 1 = (F(p) = 1) = F(p) > 1= 1.

(S5.3) Sa se arate ca:
(i) EVze — .
(ii) Pentru orice variabila x cu ¢ FV (p), E ¢ — V.
(iii) Pentru orice variabila x si orice termen t cu x ¢ Var(t), F Jx(z =1t).
Demonstratie: Fie A o L-structura gi e: V — A o evaluare.

(i) Vrem sa aratam ca A F (Vxy — @) [e]. Pentru aceasta, presupunem ca A E (Vxy)[el,
adica pentru orice a € A, A E ¢le,.q|. Pentru a := e(x), avem ca e, ,, = e. Prin
urmare, A F ¢|e]

(ii) Vrem sa aratam ca A F (¢ — Vzy) [e]. Pentru aceasta, presupunem ca A F ¢[e] si
aratam ca A F (Vzp)le]. Fiea € A. Cum = ¢ FV(p), avem ca e §i e,,,, coincid pe
FV (), deci putem aplica Propozitia 4.45 pentru a obtine ca A F ¢ [€za]-

(i) Avem ca AF (Fx(z=1t))[e] < exista be A al AF (z =t)lessp] < exista
be A al eupp(r) = th(emsy) < exista b € A al b = t*(epsp). Cum
x ¢ Var(t), putem aplica Propozitia 4.44 pentru a obtine ca t* (e4) = t*(e). Deci
trebuie aritat doar ca existd b € A astfel incat b = t*(e). Dar acest lucru e simplu,
doar luam b := t4(e).

(S5.4) Sa se demonstreze ca:
(i) DacaT'EF p i ' E o — 9, atunci ' E 4.
(ii) I'F ¢ — ¢ ddaca T' U {p} F 9.
Demonstratie:

(i) Fie (A, e) un model a lui I'. Conform ipotezei, avem ca A E ple] si AE (¢ — ) [e],
deci AE (p A (¢ — ¥)) [e]. Deoarece p A (¢ — ¥) — 1 este tautologie (a se vedea
(S5.2).(1)), deci valida, rezulta ca AF (¢ A (¢ = ) — ) [e]. Obtinem ca A E ile].



(ii) (=) Deoarece I' F ¢ — ¢ i I' C I' U {p}, rezulta ca T U {¢p} F ¢ — 1. Cum
I'U{p} E ¢, putem aplica (i) pentru a obtine ca I' U {p} F 1.

(<) Presupunem ca I' U {¢} F 9 si fie (A, e) un model a lui I'. Avem urmatoarele
cazuri:
(a) AH ple]. Atunci AFE (¢ = ¥)[e]. .

(b) A E ¢le]. Atunci (A, e) este model a lui T' U {¢}, deci A E 9[e], conform
ipotezei. Deoarece ¥ — (¢ — 1)) este tautologie (a se vedea (S5.2).(ii)), deci
valida, rezulta ca A F (¢ — (¢ — 1)) [e]. Obtinem ca A FE (¢ — ¢) [e].

(S5.5) Fie z o variabila a.i. pentru orice v € I', x ¢ FV (7). Demonstrati urmatoarele:
(i) TE¢ < T E Vzo.
(ii)) Daca z ¢ FV (), atunci I' E ¢ = ¢ <= T'E Jzp — 9.

Demonstratie: Fie A o L-structura gsie: V — A al. (A, e) este model a lui I', adica
A E ~[e] pentru orice v € T

Pentru orice a € A, v € ', deoarece x ¢ FV (), avem ca e §i e, coincid pe F'V (), deci
putem aplica Propozitia 4.45 pentru a obtine ca A E v [es 4. Prin urmare, pentru orice
a € A, (A, esq) este model al lui T'. Se poate arata foarte usor

(i) («) Presupunem ca I' F Vap. Deoarece F Vryp — ¢ (conform (S5.3)(i)), avem ca
' EVze — . Aplicam (S5.4)(i) pentru a concluziona ca I' F .

(=) Presupunem ca I' E ¢. Fie A o L-structura gie: V — A a.ld. (A,e) este model
alui ', i.e. AF 7[e] pentru orice v € I'. Pentru orice a € A i orice v € I', deoarece
x & FV(y), avem ca e §i e, coincid pe FV(7), deci putem aplica Propozitia 4.45
pentru a obtine ca A F v [essq|. Prin urmare, pentru orice a € A, (A, ez ,,) este
model al lui T'. Deoarece I' F ¢, obtinem ca pentru orice a € A, A F ¢ [e4.4], adica

AE (Vzpl[e].
(ii) Deoarece x ¢ F'V (1)), avem conform (57) din Propozitia 4.46 ca Vz(p — ) H Jzp —
. Obtinem I' F dzp — ¢ <= T'EVz(p = ¢) <= T'E ¢ — 9, conform (i).
(S5.6) Sa se demonstreze ca:
(i) 'F ¢ <= T'U{—y} este nesatisfiabila.
(ii) TEF —p <= T U{p} este nesatisfiabila.
(iii) Daca I este satisfiabila, atunci cel putin una dintre T'U{p} si TU{—p} este satisfiabila.

Demonstratie:



(i) ' ¢ <= existd o L-structura A si o evaluare e : V' — A al. (A, e) este model
al lui ' si AH ple] <= existda o L-structurd A si o evaluare e : V. — A ai. (A, e)
este model al lui I" si A F (—p)[e] <= T'U {—p} este satisfiabila.

(ii) Similar.

(iii) Fie (A, e) un model al lui I". Avem fie A F ¢[e], fie A E (—¢)[e]. Rezulta ca (A, e)
este model al lui I' U {p} sau al lui I' U {—¢}. Concluzia rezulta.



