FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 6

Pentru primele doua exercitii, fixam £ un limbaj de ordinul I care contine:
e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, Q);
e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;

e doua simboluri de constante ¢, d.

(S6.1) Sa se gaseasca forme normale prenex pentru urmatoarele formule ale lui £:
(i) Ya(f(z) = c) A Vz(g(y, 2) = d);

(i) Vy(VeP(z,y) = 32Q(z, 2));

(i) FevyP(z,y) vV -3y(S(y) = VzR(2));

(iv)

Demonstratie:

(i)

Jz2(F2Q(x, 2) V Iz R(x)) — =(—FxR(x) AV2IzQ(z, x)).

Va(f(z) = c) AN=V2(g(y,2) =d) B Va(f(z) =c) AIz=(g(y, 2) = d)
H Vz3z(f(z) = cA=(g(y,2) = d)).
(ii)

Vy(VeP(z,y) — 32Q(x,2)) B YyIz(VxP(z,y) = Q(x, 2))
H Vy3dz(VuP(u,y) = Q(x, z))
H

Vy3z3u(P(u,y) — Q(z, 2)).

(i)
JVyP(z,y) vV -3Jy(S(y) — VzR(2))
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Fz(FxQ(x, z) V Iz R(x)) — —(—FzR(z) AVrIzQ(z, x)
Jz32(Q(z, 2) V R(x)) — (—m—JzR(z) V ~VrI2Q(z, )
Jz32(Q(x, 2) V R(x)) — (FzR(z) V FaVz—Q(z, x)
R(z)) — Jz(R(x) VVz-Q(z, )

R(z)) — JaVz(R(z) V =Q(z, x)

R(x)) —Q(v,u)
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( R(z)) = (R (u)\/ﬂQ( v, u))

VeVeIuvo((Q(z, 2

(S6.2) Sa se gaseasca o forma normala Skolem pentru enuntul ¢ in forma normala prenex,
unde ¢ este, pe rand:

(i
(ii
(iii

)
)
1)
(iv)

Va3z(f(z) = c A (g(x, 2) = d));

Vy3z3u(P(u,y) = Qy, 2));

JeVuVydz(P(x,u) V —(S(y) = R(2)));
VeVr3uvo((Q(z, 2) V R(x)) — (R(u) V —Q(v,u))).

Demonstratie:

(i)

(i)

(i)

Avem @' =V (f(z) = ¢ A (g(z, 2) = d)(h(z)) = Va(f () = c A ~(g(z, h(z)) = d),

unde h este un nou simbol de operatie unara. Cum ¢! este o formuls universala avem
Sk _ 1
=

Avem ¢ = VyJu(P(u,y) = Q(y,2)):(p(y)) = VyIu(P(u,y) = Q(y,p(y))), unde p
este un nou simbol de operatie unara, si p? = Vy(P(u,y) = Q(y,p(¥)))u(i(y)) =
Vy(P(j(y),y) = Q(y,p(y))), unde j este un nou simbol de operatie unara. Cum ¢?
este o formuld universala avem ¢°F = 2.

Avem ! = VuVy3z(P(x,u) V =(S(y) = R(2))).(m) = VuVyIz(P(m,u) V =(S(y) —
R(2))), unde m este un nou simbol de constanta, si p? = VuVy(P(m,u) VvV —=(S(y) —
R(2))).(k(u,y)) = VuVy(P(m,u)V-(S(y) = R(k(u,y)))), unde k este un nou simbol

de operatie binara. Cum ¢? este o formula universala avem % = 2.

Avem

o' =VaVavu((Q(z, 2) V R(z)) — (R(u) V ~Q(v,u)))u(n(z, 2))
= VzVavVo((Q(x, 2) V R(x)) = (R(n(z,z)) V =Q(v,n(z,x)))),

unde n este un nou simbol de operatie binara. Cum ¢! este o formuld universals
avem % = !,



(S6.3) Demonstrati ca orice clasa finit axiomatizabila K de L-structuri este axiomatizata
de un singur enunt.

Demonstratie: Fie I' = {¢1,...,p,} o multime finitad de enunturi a.i. K = Mod(T).
Fie o := o1 Ao A ... A, Atunci A E T <= A E ; pentru orice i € {1,...,n} <
A E p. Asadar, Mod(p) = Mod(T") = K.

(S6.4) Demonstrati ca daca o clasa K de L-structuri este finit axiomatizabild, atunci
complementul sa K¢ este de asemenea finit axiomatizabila.

Demonstratie: Conform (S6.3), K este axiomatizata de un singur enunt ¢, deci K =
Mod(p). Rezulta imediat ca pentru orice L-structura A,

AeK«—= A¢ K< AF p <= AFE —p.
Prin urmare, K¢ = Mod(—y).

(S6.5) Consideram limbajul £ ce contine un singur simbol, anume un simbol de relatie de
aritate 2. Sa se gaseasca un enunt, ¢ astfel incat (Q, <) E ¢, dar (Z, <)  ¢.
Demonstratie: Luam

© 1= YooWur(vg < v — Fua(vg < vg A vg < v71)).
Atunci (Q, <) F ¢ ddaca
(*)  pentru orice p,g € Qcup < gexistar € Q al p<r<yq,

ceea ce este adevarat.
Deci, (Q, <) F .
Pe de alta parte, (Z, <) F ¢ ddaca

(**)  pentru orice m,n € Zcum <nexista p € Z al m<p<n,

ceea ce este fals: pentrum=1gin=2, nuexistapeZ al 1<p<2.
Deci, (Z,<) ¥ ¢.

(S6.6) Fie £ un limbaj de ordinul intai si I' o multime de enunturi ale lui £. Demonstrati
urmatoarele:

(i) Mod(T') = Mod(Th(T)).
(ii) Th(T') este o L-teorie.
(iii) Fie T' o L-teorie ai. I' CT. Atunci Th(I') C T.
Demonstratie:

(i) 727 Pentru orice ¢ € I', avem ca I' F ¢, deci ¢ € Th(I'). Asadar, I' C Th(T).
Aplicam Lema 4.72.(ii).
7C” Fie A € Mod(T') si ¢ € Th(T') arbitrar. Avem ca AET i ' F ¢, deci A F ¢.
Agadar, A € Mod(Th(I)).



(ii) Demonstram ca Th(I') este o L-teorie. Pentru orice enunt ¢, avem ca

Th(I'E ¢ <= Mod(Th(I')) C Mod(p) <= Mod(I') C Mod(yp) (conform (i))
<— T'Ep<= pecTh(l).

(iii) Fie T' o L-teorie care contine I' si p € Th(I'). Din Mod(I") C Mod(p) st Mod(T) C
Mod(T") rezulta ca Mod(T) C Mod(p), deci T E ¢. Deoarece T esteL-teorie, obtinem
ca ¢ € T. Asadar, Th(I') C T.



