FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 7

(S7.1) Fie ¢ un enunt al lui £ cu proprietatea ca pentru orice m € N exista o L-structura
finita A de cardinal > m a.d. AF —¢. Demonstrati ca —¢ are un model infinit.

Proof. Aplicam Propozitia 4.86 pentru I' = {—p}. O

(S7.2) Fie £ un limbaj de ordinul intai si gi I' o multime de enunturi ale lui £ cu propri-
etatea ca

(*)  pentru orice m € N, I" are un model finit de cardinal > m.
Notam cu M clasa modelelor finite ale lui I'. Demonstrati ca M nu este axiomatizabila.

Proof. Presupunem prin reducere la absurd ca M este axiomatizabila. Asadar, exista
A C Sen, al.

(**)  pentru orice L-structura A, AFA <— Ae M.
Fie
S =TUAU{3Z" |n>1}.

Demonstram ca Y este satisfiabila folosind Teorema de compacitate.
Fie ¥ o submultime finita a lui . Atunci

Yo CTUAU{F™, ..., 32™} pentruun k € N.

Fie m := max{ny,...,ng}. Conform (*), I' are un model finit A a.i. |A| > m. Deoarece
A € M, avem conform (**), ci AE A. De asemenea, A F 32" pentru orice i = 1,... k.
Prin urmare, A F TUA U {3=™ ..., 32"} de unde rezultd cd A F Xy. Asadar, 3, este
satisfiabila.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca > are un model B.

Deoarece B E A, avem, conform (**), ca B € M. In particular, B este finita.

Deoarece B {32" | n > 1}, rezultd cd B este infinita.

Am obtinut o contradictie. O]

(S7.3) Fie K o clasa de L-structuri si £¢ complementul sau in clasa tuturor L£-structurilor.
Daca atat KC cat si K¢ sunt axiomatizabile, atunci amandoua sunt finit axiomatizabile.



Proof. FieI',;) A C Sen, ai. K = Mod(I") si K¢ = Mod(A). Presupunem prin reducere la
absurd ca K nu este finit axiomatizabila. Demonstram folosind Teorema de compacitate ca
I' U A este satisfiabila. Fie ¥ C I' U A finita. Atunci ¥ C I'yU A, unde I'g C I" este finita.
Deoarece K = Mod(I') C Mod(Ty) si K # Mod(I'y), exista A al. AET(siAe K Prin
urmare, cum A € K¢, AE A, deci AF I'y U A i in particular A F X.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca I' U A are un model B. Ar rezulta atunci ca
B e KN K=, contradictie.

Demonstram analog ca K¢ este finit axiomatizabila. [

(S7.4) Decideti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false:
() (N,<,+,0) =0 (N, <, -, 1);
(i)
)
)

N7 Sa ) 1) 0 (N7 Sa +70)7

(
(i) (N\ {0}, <, 1) =0 (N, <, +,0);
iv) (

(‘V N \ {0}7 ) 0 (N7 +)'

Proof. (i) Este adevarata. O scufundare este h : N — N, h(n) = 2". Se observa ca h
este strict crescatoare, h(0) =1 si h(n +m) = 2" = 2" . 2™ = h(n) - h(m).

(ii) Este falsa. Daca h : N — N este un homomorfism, atunci h(1) = 0 si h este
crescatoare. Rezulta ca h(0) < h(1) = 0, deci h(0) = 0. Prin urmare, h nu este
injectiv.

(iii) Este falsa. Presupunem ca h este o scufundare. Atunci h(1) = 0, h(2) > h(1) = 0,
deci h(2) > 1. Prin inductie se demonstreaza imediat ca h(n + 1) > n pentru orice
n € N*. Obtinem ca pentru orice n > 1, 2" — 1 < h(2") = nh(2), deci ca h(2) >

n

pentru orice n € N*, ceea ce este o contradictie, deoarece lim = Q.

n—oo n
(iv) Este falsa. Presupunem ca h este o scufundare. Fie m := h(2) si n := h(3). Atunci
m # n,
h(2"-3™) = h(2")+ h(3™) = nh(2) + mh(3) = nm + mn = 2mn si
h(3*™) = 2mh(3) = 2mn.

Pe de alta parte, 2"3™ # 32™. Deci, h nu e injectiv.
O

(S7.5) Fie A, B doua L-structuri. Demonstrati ca daca h : A ~ B este izomorfism, atunci
h=': B ~ A este de asemenea izomorfism.

Proof. Fie A = |A|, B = |B|. Evident, h™* : B — A este bijectie. Demonstram in
continuare ca h~! este homorfism.



eFiem>1 RERu,fE€Fnsib,...,by € B,a; = h7l(b;) € Aji = 1,...,m.
Atunci

RE(by,... bn) <= RE(h(a)),...,h(an))
< R*ay,...,a,) deoarece h este izomorfism
<~

RAKWT(by), ..., h (b))

W (fB (b, b)) = AT (B (R(ar), ..., h(am)))

“Y(h(fMay,...,an)) deoarece h este izomorfism

h
h
= fMay, ... am) = fARTIB), ..., h 7 (b))

e Fie ¢ simbol de constanta. Atunci h=(c®) = h=(h(c?)) = ¢t

Asadar, h~! este homomorfism. rezulta concluzia. ]



