FMI, Mate, Anul 1
Logica matematica

Examen

1 Teoria multimilor

(P1) [1 punct] Sa se arate ca multimea R — Q nu este numarabila.
Demonstratie: Presupunem ca R — QQ este numarabila. Deoarece QQ este numarabila,
rezultd ca R = (R — Q) U Q este numarabila, contradictie.

(P2) [1,5 puncte]

(i) Fie a un cardinal infinit, 3, v cardinale astfel incat § < a, v este nenul gi v < a. Sa
se arate ca (o + ) -y = a.

(ii) Fie a un cardinal finit gi 5 un cardinal infinit. Sa se arate ca a < (3.
Demonstratie:
(i) Avem ca
(¢ +05)-v = «a-v aplicam Propozitia 2.22 pentru a obtine ca o + 5 = «
= « aplicam Propozitia 2.29

(ii)) Avem ca a < Xy < f3, conform Propozitiei 2.8.(ii) si Propozitiei 2.14.

(P3) [1,5 puncte] Demonstrati ca
[(1,3) U 2,4])| =|[1,2) U{3,4}| = |[1,2] U {3k | k € N}| =c.
Demonstratie: Avem

(1,3)u2,4]] = |
[1,2) U {3,4}] = |
1,2]U{3k| ke N} = |

(1,4]] =«
[1,2)] + |{3,4}| =c+2=c¢
[1,2]] + |[{3k |k e N} = c+ Ry =¢



2 Logica propozitionala

(P4) [1 punct] Reamintim ca V = {v, | n € N} este multimea variabilelor din logica
propozitionala. Fie W := {vq, | n € N}. Sa se demonstreze ca W este numarabila.
Demonstratie: Fie 2N multimea numerelor pare. Deoarece f : N — 2N, f(n) = 2n este
o bijectie, rezulta ca 2N este numarabila. Fie

g:2N — W, g(2n) = vq,.
Cum g este bijectie, obtinem ca W este de asemenea numarabila.
(P5) [1 punct] Aratati ca pentru orice formule ¢, 9, x, avem:
o= (VX)) ~ (e —=9) V(e —=X)
Demonstratie: Fie e:V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie sd demonstram ca
e = (VX)) =e((p = ¥) V(e = X)),

deci ca

e (p) = (e" (@) Ve (x) = (e (p) = e (¥) V(e () = e (x))-
Avem cazurile:
(i) e (¢) = 1. Atunci
e (p) = (" (W) Ve (x) = 1= (e" (W) Ve () =e"(¥) Ve (x)

(e7(0) = e (¥) V(T (p) = e (x)) (I=e (@) V(I=e(x)
e () Ve (x).

(ii) et (¢) = 0. Atunci
(@)= (@) Ve (x)) = 0= (e"(¥)Ve(x) =1
(e (p) 2> er(@)Vi(e(p)=e(x) = 0= @)V(O0—=e'(x)=1VI=1L

3 Logica de ordinul intai

(P6) [1,5 puncte] Sa se arate ca pentru orice limbaj £ de ordinul I si orice formule ¢, 9
ale lui £, avem:

(i) Jz(p A ) E e V Jz1h, pentru orice variabila x.
(il) Jz(p A1) H ¢ A Jx1p, pentru orice variabila z € FV ().
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Demonstratie: Fie A o L-structuragie:V — A.

(i) Obtinem
AEJz(pNY)le] & existaae A al AF (¢ AY)[esd
exista a € A al. (AF plesd) st AFE Ylesid])
exista a € A al AF gleq i
exista a € A al. AFE Ylesq]
AE (Jzp)le] si AE (ar)[e]
AE (Fzp)le] sau AFE (x)[e]
AE (Jze V Jz)[e].
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(ii) Obtinem
AEJz(pNY)le] & existaae A al. AF (¢ AY)[escd
exista a € A al. (AF plegq) st AF Ylesd])
exista a € A al. (AF ¢le] si AFE Y[erd))
conform Propozitiei 4.21
AE ple] siexista a € A ad. AF Ylesc)
AE ple] st AE Jxile]
AE (oA 3Jxy)e].
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(P7) [1,5 puncte] Fie £ un limbaj de ordinul I care contine:
e doua simboluri de relatii unare .S, T si un simbol de relatie binara R;
e un simbol de operatie unara f;
e un simbol de constanta c.

Sa se gaseasca forme normale prenex pentru urmatoarele formule ale lui L:

¢ = —3JzR(z,c) ANVy-S(y),
v o= Ja(S(x) = Vy(f(y) = ) = ~(VaT(x) V VyS(y)).



Demonstratie: Avem ca

¢ H Vr-aR(z,c) ANVy—S(y))
H Vz(=R(z,c) NVy—S(y))
H VaVy(—=R(z,c) A—=S(y))

¢ B Fevy(S(z) = (f(y) = o)) = ~(VaT(x) v VyS(y))
B 3aVy(S(z) = (fy) = ) = (V2T (z) A =VyS(y))
H 3avy(S(x) = (fly) = ¢)) = Be=T(x) Ay=S(y))
H 3avy(S(z) = (f(y) = ¢)) = Fo(=T(z) A Fy=5(y))
H 3avy(S(z) = (fy) = ¢) = Fe3y(=T(x) A =5(y))
B va(Yy(S(z) = (f(y) = ) = FaTy(=T(z) A=S(y)))
A VaTy((S(z) = (f(y) = 0)) = FaTy(=T(z) A =S(y)))
H V:UEIy((S(a:) = (f(y) =¢)) = FuIv(=T(u) A —lS(U)))
H Va3yJu((S(z) — (f(y) = ¢)) = Fv(=T(u) A =S(v)))
H Va3yJuIo((S(z) = (f(y) =¢)) = (=T (u) A =S(v))).

(P8) [2 puncte| Fie £ un limbaj de ordinul I, K o clasa de L-structuri finit axiomatizabila
si I' o multime de enunturi. Demonstrati ca daca I' axiomatizeaza K, atunci K este
axiomatizata de o submultime finita a lui I'.

Demonstratie: Presupunem ca Mod(I') = K. Deoarece K este finit axiomatizabila, exista
o multime finita de enunturi A = {¢1, ..., ¢, } astfel incat Mod(A) = K.

Luam ¢ = @1 A ... A @,. Atunci Mod(p) = Mod(A) = K. Deoarece Mod(y) = K =
Mod(T"), avem ca I' U {—p} este nesatisfiabila. Aplicand Teorema de compacitate, rezulta
ca 'U{—p} are o submultime finita nesatisfiabila. Asadar, exista o submultime finita ¥ a
lui I' a.i. ¥ U{—p} este nesatisfiabilda. Demonstram acum ca I = Mod(X).

"C? K= Mod(T') C Mod(X).

7D” Fie A € Mod(X). Deoarece ¥ U {—p} este nesatisfiabila, rezulta ca A ¥ -, deci ca
AE ¢. Asadar, A € Mod(yp) = K.
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