Fie

LOGICA DE ORDINUL |

Limbaje de ordinul |

imbaj de ordinul I.

e Multimea Sim, a simbolurilor lui £ este

e Elementele lui R U F UC se numesc simboluri non-logice.
e Elementele lui V U {—,—,(,),=,VY} se numesc simboluri logice.

o Notam variabilele cu x, y, z, v, ..., simbolurile de relatii cu
P,Q,R..., simbolurile de functii cu f, g, h, ... si simbolurile de

Simg =V U{~,—,(),=YURUFUC

constante cu ¢,d,e,....

e Pentru orice m € N* notam:
Fm

R

m

mulfimea simbolurilor de functii de aritate m;

mulfimea simbolurilor de relatii de aritate m.

Limbaje de ordinul |

Definitia 1.1
Un limbaj L de ordinul | este format din:
» o multime num3rabili V = {v, | n € N} de variabile;
conectorii = Si —;
paranteze: ( ,);
simbolul de egalitate =,
cuantificatorul universal ¥V,
o multime R de simboluri de relatii;
o multime F de simboluri de functii;
o multime C de simboluri de constante;
o functie aritate ari : F U R — N*,
L este unic determinat de cvadruplul 7 := (R, F,C, ari).

T se numeste signatura lui £ sau vocabularul lui £ sau
alfabetul lui £ sau tipul de similaritate al lui £

VY vV VYVYyVYVYVYVYY

Limbaje de ordinul |

Definitia 1.2

Multimea Expry a expresiilor lui L este multimea tuturor sirurilor
finite de simboluri ale lui L.

P> Expresia vida se noteaza ).

> Lungimea unei expresii # este numarul simbolurilor din 6.

Definitia 1.3
Fie 8 = 0pf1 ...0_1 0 expresie a lui L, unde 0; € Sim; pentru
orice i.
» Daca 0 </ <)< k—1, atunci expresia 0; ...0; se numeste
(1,j)-subexpresia lui 0;
» Spunem ca o expresie v apare in 6 daca existd
0<i<j<k-—1 ari v este(i,j)-subexpresia lui ;

» Notdm cu Var(0) multimea variabilelor care apar in 6.



Termeni

Definitia 1.4

Multimea Trmp a termenilor lui L este intersectia tuturor
multimilor de expresii I care satisfac urmatoarele proprietati:

» orice variabild este element al lui I';

» orice simbol de constanta este element al Iui I';

> dacim>1,feF,sity,...,tm€eTl, atunci fty ...ty €T.
Notatii:

» Termeni: t,s, ty, tr, 51,5, ...

» Var(t) este multimea variabilelor care apar in termenul t.

» Scriem t(xi,...,x,) dacad xi, ..., x, sunt variabile si
Var(t) C {x1,...,Xn}-

Definitia 1.5

Un termen t se numeste inchis daca Var(t) = ().

Formule

Definitia 1.7
Formulele atomice ale lui L sunt expresiile de forma:
» (s =t), unde s, t sunt termeni;
» (Rt1...tm), unde R € Ry, si ti,. ..ty sunt termeni.

Definitia 1.8

Multimea Form, a formulelor lui L este intersectia tuturor
multimilor de expresii ' care satisfac urmatoarele proprietati:

» orice formuld atomicad este element al lui T';
» [ este inchisi la —: dacd ¢ €T, atunci (—p) €T;
» [ este inchisi la —: dacd p,v €T, atunci (p — ) €T;

» [ este inchisd la Vx (pentru orice variabild x): dacd ¢ €T,
atunci (Vxp) € T pentru orice variabild x.

Termeni

Propozitia 1.6 (Inductia pe termeni)
Fie I' o multime de termeni care are urmatoarele proprietati:

» [ contine variabilele si simbolurile de constante;

> dacim>1,feFnsity,...,tm€eTl, atunci fty ...ty €T.
Atunci I = Trm.

Este folosita pentru a demonstra ca toti termenii au o proprietate

P: definim I ca fiind multimea tuturor termenilor care satisfac P
si aplicam inductia pe termeni pentru a obtine ca ' = Trm..

Formule

Notatii
» Formule: ¢, 9, x,....
» Var(p) este multimea variabilelor care apar in formula .

Conventie

De obicei renuntam la parantezele exterioare, le punem numai
atunci cand sunt necesare. Atunci cand nu e pericol de confuzie,
scriem s =tinlocde (s =t), Rt;...ty, In loc de (Rt ... tm),
Vxg n loc de (Vxyp), etc..



Formule Formule

Propozitia 1.9 (Inductia pe formule) Conectori derivati

Fie I' o multime de formule care are urmdatoarele proprietati: Conectorii V, A, <+ si cuantificatorul existential 3 sunt introdusi
» [ contine toate formulele atomice; prin urmatoarele abrevieri:
» [ este inchisd la =, — si Vx (pentru orice variabild x). oV = ((mp) =)
Eete fologits . 5 e satisf N = (e = (9)))
ste tolosita pentru a demonstra ca toate formulele satistac o
. pemtit. > . peov = (p= A=)
proprietate P: definim I ca fiind multimea tuturor formulelor care . v
satisfac P si aplicim inductia pe formule pentru a obtine c3 xXp = (2Vx(=9))-
= Formg.
Formule Notatii
Conventii
» In practicd, renuntam la parantezele exterioare, le punem De multe ori identificim un limbaj £ cu multimea simbolurilor sale
numai atunci cand sunt necesare. Astfel, scriem —p, p — 1), non-logice si scriem £ = (R, F,C).
dar scriem (¢ — ¥) — x.
» Pentru a mai reduce din folosirea parantezelor, presupunem c3 > Scriem de multe ori f(t1,...,tm) In loc de ft; ...ty si
P> — are precedenta mai mare decat ceilalti conectori; R(,fl7 e l’m) nloc de Rty ...tn.

> A,V au precedentd mai mare decat —, <. . . - . n
’ P ’ ’ » Pentru simboluri f de operatii binare scriem t;ft, n loc de

> Prin. urmare, formula (((¢ — (¥ VX)) A ((—¢) < (¥ V x))) ft by,

va fi scrisd (¢ = & VX) A (29 < §V X). » Analog pentru simboluri R de relatii binare: scriem t; Rty in
» Cuantificatorii V, 3 au precedentd mai mare decat ceilalti loc de Rtit.

conectori.

» Asadar, Vxp — 1) este (Vxp) — ¥ si nu Vx(p — ).



L-structura

Definitia 1.10

O L-structura este un cvadruplu
A= (A FARACHY

unde
> A este o multime nevida;
> FA={fA|f c F} este o multime de operatii pe A; dacd f
are aritatea m, atunci fA : A™ — A:
» RA={RA| RcR) este o multime de relatii pe A; daci R
are aritatea m, atunci RA CcC Am.,
> CA={cAcAlcecC}.

A se numeste universul structurii A. Notatie: A = |A|

v

» fA (respectiv R, c*) se numeste denotatia sau interpretarea
lui f (respectiv R, c) in A.

Exemple - Limbajul aritmeticii L,

Lo =(R,F,C), unde
> R = {<}; < este simbol de relatie binar3, adic3 are aritatea 2;
» F ={+,x,S}; +, % sunt simboluri de operatii binare si S
este simbol de operatie unar (adicd are aritatea 1);
> C = {0}.
Scriem L., = (<;+, %, S5;0) sau L, = (<, 4, %, S, 0).

Exemplul natural de £,,-structura:
N :=(N,<,+,-5,0),
unde S : N — N, 5(m) = m+ 1 este functia succesor. Prin urmare,
N N N N5 oV =0,

e Alt exemplu de L,-structurs: A = ({0,1}, <,V, A, —,1).

Exemple - Limbajul egalitatii £L_

L-=(R,F,C), unde

P acest limbaj este potrivit doar pentru a exprima proprietati ale
egalitatii

» [_-structurile sunt multimile nevide

Exemple de formule:

® egalitatea este simetrica:
VxVy(x =y — y = x)
e universul are cel putin trei elemente:

SdyIz(~(x = y) Ay = 2) A(z = x))

Exemplu - Limbajul cu un simbol de relatie binar

Lr=(R,F,C), unde

» R = {R}; R simbol binar

> F=C=10
» L[-structurile sunt multimile nevide Tmpreuna cu o relatie
binard

» Dacd suntem interesati de multimi partial ordonate (A, <),
folosim simbolul < in loc de R si notam limbajul cu L<.

» Dacd suntem interesati de multimi strict ordonate (A, <),
folosim simbolul < 1n loc de R si notdm limbajul cu L.

» Daca suntem interesati de grafuri G = (V, E), folosim
simbolul E in loc de R si notam limbajul cu Lgaf.

» Dacd suntem interesati de structuri (A, €), folosim simbolul €
n loc de R si notam limbajul cu Lc.



SEMANTICA

Interpretarea formulelor

e formule se defineste interpretarea

v (e) € {0,1}

a formulei ¢ sub evaluarea e.

aci sA(e) = t4(e
(s=07) = {(1J gltfel. (€)= 1
aC5 A+ A e). ... A e
(Rty...tm)(e) = {(1) gltfel.R (t(e), ..., tA(e))

Interpretare (evaluare)

baj de ordinul | si A o L-structura.
Definitia 1.11

O interpretare sau evaluare a (variabilelor) lui L in A este o functie
e: V= A

In continuare, e : V — A este o interpretare a lui £ in A.

Definitia 1.12 (Interpretarea termenilor)
Prin inductie pe termeni se defineste interpretarea tA(e) c€Aa
termenului t sub evaluarea e:

> daci t = x € V, atunci t*(e) := e(x);

> daci t = c € C, atunci tA(e) := c*;

> daci t = fty...tm, atunci t(e) == FA(t\(e), ..., t7A(e)).

Interpretarea formulelor

Negatia si implicatia
> (—p)A(e) =1 - ¢?(e):
> (¢ = ¥)4(e) = p*(e) = ¥(e), unde,

plalp—gq
001
—:{0,1} x {0,1} — {0, 1}, 011
1(o]o0
111

Prin urmare,
> (~p)A(e) =1 = pA(e) =0.
> (p = p)A(e) =1 < (p?(e) =0sau ¢(e) =1).



Interpretarea formulelor

Notatie
Pentru orice variabila x € V si orice a € A, definim o noua
interpretarea ey, 5 : V — A prin

[ e(v) dacd v #x
exalV) = { a daci v = x.

Interpretarea formulelor

(VX(,D)A(e) _ {1 dac3 goA(e)«_a) =1 pentru orice a € A

0 altfel.

Relatia de satisfacere

g|pVa plalpAg plalpeg
00 0(0]0 001
011 010 010
1|01 1|00 1/0/0
111 111 111

Fie ¢, formule si x o variabila.
Propozitia 1.15

(i) (o V)A(e) = o (e) Vui(e);
(ii) (¢ A)A(e) = g (e) A e);
(i) (9 > D)4 (e) = p(e) & YA(e);

_ 1 daci existiac A ail ¢(exa) =1
iv) (3xp)A(e) =
(i) Gxe)(e) {0 altfel.

Dem.: Exercitiu usor. Aratdm, de exemplu, (iv).
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Relatia de satisfacere

-structurd si e : V — A o interpretare a lui £ n A.

Definitia 1.13
Fie ¢ o formula. Spunem ca:
> e satisface  in A dacd p”(e) = 1. Notatie: Ak p[e].
> e nu satisface p in A dac§ p(e) = 0. Notatie: AW ole].

Corolar 1.14
Pentru orice formule o, si orice variabild x,
(i) AE —ple] < AW ole].
(i) AE (¢ — ¥)e] < AFE yle] implicd AE y]e]
= A ple] sau AFE [e].
(iii) AE (Vxp)le] <= pentru orice a € A, AE plexa].
Dem.: Exercitiu usor.

Relatia de satisfacere

Axp)(e)=1 «— (“Vxp)(e)=1 < (Vx—p)*(e)=0
— existiacA al (—¢)*(ees) =0
<  exista ac A al. goA(eX<_a) =1.

Corolar 1.16
(i) AE(pAY)le] <= AF ple] si AF Yle].
(i) AE(pV)le] <= AFE ple] sau AE ¢[e].
(iii) AE (p <> )[e] < AF ple] ddaca AFE yle].
(iv) AE (Ixp)le] <= existi ac€ A a.l. AF plecal.

22
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Semanticd

alui L.
Definitia 1.17

Spunem c3 o este satisfiabila dacd existd o L-structurd A si o
evaluaree:V — A a.l

Fie ¢ for

AE ¢le].

Spunem si cd (A, e) este un model al lui .

Atentie! Este posibil ca atat ¢ cat si -y sa fie satisfiabile.
Exemplu: ¢ :=x=yn L_.

Semanticd

Fie formule ale lui L.

Definitia 1.20

@ si v sunt logic echivalente dacd pentru orice L-structurd A si
orice evaluare e : V — A,

AE ple] <= AE yle].
Notatie: ¢ H

Definitia 1.21

) este consecinta semantica a lui ¢ dacd pentru orice L-structurd
A si orice evaluare e : V — A,

AEple] = AEY[e].
Notatie: ¢ F
Observatie
(i) ¢ E¢ ddacd F ¢ — 1.
(il) ¢ H ddaca (v F ¢ si p E1) ddacd F ¢ < .

27

Semanticd

Fie uld alui L.

Definitia 1.18

Spunem c3 ¢ este adevarata intr-o L-structurd A dacd pentru

orice evaluare e : V — A,

AE ple].

Spunem si cd A satisface ¢ sau cd A este un model al lui ¢.

Notatie: AF ¢
Definitia 1.19

Spunem ca ¢ este formuld universal adevarata sau (logic) validd

dacd pentru orice L-structurd

Notatie: F ¢

A,

AE p.

Echivalente si consecinte logice

Pentru orice formule ¢, 1 si orice variabile x, y,

—dx
VX
Vx(p A )
Vxp V VX
Ix(p A Y)
Ix(p Vo)
Vx(o — 1)
Vx(p = ¥)
VX

m T T I T T I T I

Vx—p
dx—g

Vxp A VX
V(¢ V 9)
Ixp A Ixy
dxp V Ixy
Vxp — Vxip
Ixp = Ixy
dxp

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

26
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Echivalente si consecinte logice

e E Ixp (10)

Vxe E ¢ (11)
VxVyp H VyVxep (12)
dxdye H dydxe (13)
JdyVxe E Vxdyep. (14)

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 1.22
Pentru orice termeni s, t, u,
(i) Ft=t,;
(i) FEs=t—t=s;
(i) Es=tANt=u—s=u.

Dem.: Exercitiu usor.

Variabile legate si libere

Definitia 1.24
Fie ¢ = pop1...pn—1 0 formuld a lui L si x o variabila.
» spunem ca variabila x apare legata pe pozitia k in ¢ dacd
x=gsiexisti0<i<k<j<n—1 ar (i,j)-subexpresia
lui ¢ este o subexpresie a lui ¢ de forma Vx);
P spunem cd x apare libera pe pozitia k Tn ¢ daca x = @y, dar x
nu apare legatd pe pozitia k in ¢;
» x este variabila legatd (bounded variable) a lui ¢ dacd existd
un k a.i. x apare legata pe pozitia k Tn ¢;
» x este variabila libera (free variable) a lui ¢ dacd existd un k
a.l. x apare libera pe pozitia k in .

Exemplu

Fie ¢ = Vx(x = y) — x = z. Variabile libere: x,y,z. Variabile
legate: x.

31

Egalitatea

Propozitia 1.23

Pentru orice m> 1, f € Fp,, R € Ry, si orice termeni
ti,ui,i=1...,m,

Fh=uv)A ... A(tm=um) > ft1...tm=fur... Uy (15)
IZ(t]_:U]_)/\A(tm:um)%(RtlthRulum) (16)

Dem.: Aritam (15). Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare
al. AF (i =ui)A...A(tm = um))[e]. Atunci AE (t; = u;)[e]

pentru orice i € {1,..., m}, deci t/(e) = u?'(e) pentru orice

i€{l,...,m}. Rezultd c3

(ftr-. - tm)A(e) = FA(E'(e)- .-, tm(e)) = FA(uf'(e), -, um(e))
= (fur...um)*(e)

Asadar, AF (fty...tm = fur...um)|e]. O

30

Variabile legate si libere

Notatie: ) := multimea variabilelor libere ale lui ¢.

Definitie alternativd

Multimea FV/(¢) a variabilelor libere ale unei formule ¢ poate fi
definita si prin inductie pe formule:

FV () = Var(p), dac3 ¢ este formuld atomics;
FV(=¢) = FV(p)

FV(e =) = FV(e)UFV(y);

FV(vxp) = FV()\{x}.

Notatie: ¢(x1,...,x,) dacd FV(p) C {x1,...,Xn}.
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Interpretarea termenilor

Propozitia 1.25

Pentru orice L-structurd A si orice interpretadri e1, e : V — A,
pentru orice termen t,
dacid ei1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € Var(t), atunci
t4(e1) = t4(e2).

Dem.: Exercitiu.

Interpretarea formulelor

ot

o n

Atunci ;) C FV(p) pentru orice i = 1,..., m, deci putem
aplica PropoZitia 1.25 pentru a conclude ca

t(e1) = t#(e2) pentru orice i = 1,..., m.
Rezulta

AE ple] = RA(tfl(el), ey t,“:}(el))
= RAY(e),....th(e)) < AF gle].
[ ] ()0 = —V(/)

Deoarece FV(¢)) = FV(p), putem aplica ipoteza de inductie
pentru a conclude ca

AEYle)] = AEY[e].

Rezult3a

AFgla] = A7 Yla] = A7 Y]e] <= AF ¢le].
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Interpretarea formulelor

Propozitia 1.26

Pentru orice L-structurd A, orice interpretdri e;,ex 1 V — A,
pentru orice formuld ¢,

dacd e1(v) = ex(v) pentru orice variabild v € FV(p), atunci
AE ple] <= AE ¢les].
Dem.: Suplimentar - nu trebuie citita pentru examen Aplicam
inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
Atunci Var(t;) C FV(p), Var(t2) C FV(p), deci putem aplica
Propozitia 1.25 pentru a conclude ca
ti'(e) = tf'(e2),  t5'(a) = t5'(e2).

Rezulta

Ak gla] — t'(a)=t'(a) < t'(e) = 5'(e)

— AE yle].

Interpretarea formulelor

* p=1Y K.
Deoarece FV/(v), FV(x) € FV(p), putem aplica ipoteza de
inductie pentru a conclude ca

AFYle] <= AF Yle] si AF x[e1] <= AF x[eo].
Rezulta

AE plel]] <— AHFYler] sau AE x[ei]
— AHY[er] sau AF x[el]
— AE ¢le].
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Interpretarea formulelor

e2(v) pentru orice v € FV(p) = FV(¢) \ {x}.

Rezulta ca pentru orice a € A,

€1xa(V) = ey a(v) pentru orice v € FV(v).
Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru interpretarile
€1xc 2, €2x 5 PeNtru a conclude c3

pentru orice a € A, AE ¢[e1 . <= AF Y[eac sl

Rezulta

AE ple;]] <= pentruorice a€ A, AFE ¢[e1 4]
<= pentru orice a € A, A E ¢Y[ers]
= AF ple].

Enunturi

Definitia 1.28

O formuld ¢ se numeste enunt (sentence) daca FV(y) = 0, adica
@ nu are variabile libere.
Notatie: Sent,:= multimea enunturilor lui L.

Propozitia 1.29

Fie @ un enunt. Pentru orice interpretari e;, e : V — A,

AE ple] <= AFE ¢[e]
Dem.: Este o consecinta imediata a Propozitiei 1.26 si a faptului
cd FV(p) = 0. [

Definitia 1.30

O L-structurd A este un model al lui ¢ dacd A E o[e| pentru o
(orice) evaluare e : V. — A. Notatie: AE ¢

39

Echivalente si consecinte logice

Propozitia 1.27

Pentru orice formule @, 1 si orice variabild x ¢ FV(p),

@

@
Vx (i A1)
Vx (i V1))
Ix(p A1)
Ix(p V)
Vx(p — 1))
Ix(p — )
Vx(1 — )

(Y — ¢)
Dem.: Exercitiu.

Multimi de formule

T T T I It IT© I IL I Ir

dxp

Vxp

p ANVxp
© VvV Vxy
w A IxY
@V Ixy
» = Vx¢
@ — IxY
Ixyp — ¢
Vxip — ¢

Definitia 1.31

Spunem c3 T este satisfiabild dacd existd o L-structurd A si o

evaluaree : V — A a.i.

A E ~[e] pentru orice v € T.

I3 lui £ si I o multime de formule.

Spunem si cd (A, e) este un model al lui T.

Definitia 1.32

(17)
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)

Spunem c3 ¢ este consecinta semantica a lui I’ daca pentru orice
L-structurd A si orice evaluare e : V — A,

(A, e) model al luiT = (A, e) model al lui ¢.

Notatie: T F ¢
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Multimi de enunturi

al lui £ si I o multime de enunturi.

Definitia 1.33

Spunem c3 T este satisfiabild daca exista o L-structurd A a.l.
A E ~ pentru orice y € T.

Spunem si ci A este un model al lui T'. Notatie: AFE T

Definitia 1.34

Spunem c3 ¢ este consecinta semanticd a lui T dacd pentru orice
L-structurd A,

AET = AE o.
Notatie: T F ¢

Tautologii

Definitia 1.37
Fie ¢ o formula si T o multime de formule.
> o este tautologie dacd F(yp) = 1 pentru orice L-evaluare F.

» ¢ este consecinta tautologica a lui ' daca pentru orice
L-evaluare de adevar F,

F(y) =1 pentruoricey €I = F(p)=1.

Exemple de tautologii: ¢ — (¢ — @), (¢ = ¥) < (— — —p),
etc..

Tautologii

de tautologie si consecinta tautologica din logica

v on

te o formuld "adevarata” numai pe baza
interpretarilor conectivelor —, —.

Propozitia 1.35

O L-evaluare (de adevar) este o functie F : Form; — {0,1} cu
urmatoarele proprietati: pentru orice formule ¢, ),

> F(=¢) =1-F(p),
> Flp =) = F(p) = F(¥).

Propozitia 1.36
Pentru orice L-structurd A si orice evaluare e : V — A, functia
Vea: Formg — {01}, Ve.a(y) = ¢7(e)

este o L-evaluare.
Dem.: Exercitiu usor.

Tautologii

Propozitia 1.38
Fie o o formuld si T o multime de formule.
(i) Dacd ¢ este tautologie, atunci ¢ este valida.

(ii) Dacd o este consecinta tautologicd a lui T, atunci T F .

Dem.: Suplimentar - nu trebuie citita pentru examen

(i) Fie A o L-structurd si e : V — A o evaluare. Deoarece ¢ este
tautologie si Ve 4 este L-evaluare, rezultd ca
o(e) = Ve u(p) =1, adics A F o[e].

(ii) Fie (A, e) un model al lui T'. Atunci v*(e) = 1, deci
Ve, 4(7) = 1 pentru orice v € I'. Deoarece ¢ este consecintd
tautologic a lui I, rezultd c& Ve a(p) = 1, deci p(e) =1,
adicd A E y[e]. ]

Exemplu

x = x este valida, dar nu e tautologie.

I3 se pot aplica si unui limbaj de ordinul intai. Intuitiv:



Substitutia Substitutia

x o variabild a lui £ si u termen al lui L.

Definitia 1.39 3 definim analog ¢x(u) ca fiind expresia obtinutd din ¢

Pentru orice termen t al lui L. definim prin 1 uirea tuturor aparitiilor libere ale lui x cu u.
t«(u) = expresia obtinutd din t prin inlocuirea tuturor » De asemenea, vrem ca urmatoarele proprietati naturale ale
aparitiilor lui x cu u. substitutiei sa fie adevarate:
Propozitia 1.40 FVxp = ox(u) si Fox(u) = Ixp.

Pentru orice termen t al lui L, ty(u) este termen al lui L. Apar ns¥ probleme.

Dem.: Demonstram prin inductie dupa termenul t.
y dacay # x
u dacay = x.

» t=ceC. Atunci ¢(u) = c.
» t=ft;...tym si, conform ipotezei de inductie,

Fie ¢ := Jy—(x = y) si u:=y. Atunci ox(uv) = Jy—(y = y).
> t=y e V. Atunci y,(u) = Avem
» Pentru orice L-structurd A cu |A| > 2 si pentru orice a € A,

A E Vxop.

(t1), (1), .., (tm),(u) sunt termeni. Atunci > ©x(u) nu este satisfiabila.
(ftr ... tm)x(u) = f(t1),(u)...(tm),(u) este termen. O
Substitutia Substitutia

Fie x riabild, u un termen si ¢ o formula.

Definitia 1.41 Definitie alternativa

Spunem c3 x este liberd pentru u in ¢ sau cd u este substituibil
pentru x in ¢ daca pentru orice variabila y care apare in u, nici o
subformula a lui ¢ de forma Yy1) nu contine aparitii libere ale lui x.

Notiunea " x este libera pentru u Tn " poate fi definita si prin
inductie dupa formula ¢ astfel:

» daca ¢ este formula atomica, atunci x este libera pentru u n
©;
Observatie » daca ¢ = —), atunci x este libera pentru u Tn ¢ ddaca x este

x este libera pentru u in ¢ in oricare din urmdtoarele situatii: liberd pentru u in ¢;

» dacd ¢ = — ¥, atunci x este liberd pentru v in ¢ ddaca x
este libera pentru u atat in ¢ cat siin y;
» daca ¢ = Vya), atunci x este liberd pentru u Tn ¢ ddaca

P> x nu apare liberd Tn ¢, sau
> x nu apare in ; P> y nu apare in u si x este libera pentru u n .

» u nu contine variabile;
» © nu contine variabile care apar in u;

P nici o variabila din u nu apare legata n ;

P« nu contine aparitii libere ale lui x.



Substitutia

Fie x o vamiabild, u termen si ¢ o formuld a.i. x este liberd pentru

uin .
Definitia 1.42
ox(u) = expresia obtinutd din ¢ prin inlocuirea tuturor

aparitiilor libere ale lui x cu u.
Spunem ca ¢y (u) este o substitutie liberd.

Propozitia 1.43
ox(u) este formuld a lui L.
Dem.: Exercitiu.

Notiunea de substitutie libera evita problemele mentionate anterior
si se comporta cum am astepta.

Substitutia

Propozitia 1.45
Pentru orice termeni uy si up si orice variabild x,

(i) pentru orice termen t,
Fuip=uw — tX(Ul) = tX(UQ).
(ii) pentru orice formuld ¢ a.l. x este liberd pentru uy si up in ¢,

Fur = w = (px(u1) < ox(u2)).
Dem.: Suplimentar - nu trebuie cititd pentru examen Fie A o
L-structurd si e : V — A. Presupunem c3 A F (u; = wp)le], adicd
uft(e) = us'(e) :=a € A.
(i) Conform Lemei 1.44.(i),
(t(u1))(e) = t4(exi-a) = (tx(12))(e),

deci AF (tx(u1) = te(w2))[e].

(ii) Aplicand Lema 1.44.(ii), obtinem
AFE ox(u)le] <= AFE plexa] <= AF px(u2)le]
Deci, AE (ox(u1) <> px(u2))[e]. O
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Substitutia

cturasie: V — A

Lema 1.44

Fie x o variabils, u un termen si a = u“(e).
(i) Pentru orice termen t, (t.(u))"(e) = t*(exc).

(ii) Pentru orice formuld p, dacd x este liberd pentru u in ¢,

atunci
AE py(u)le] <= AE ¢lexal.

Ideea lemei este urmatoarea: a schimba evaluarea e pentru a
atribui variabilei x valoarea a € A este acelasi lucru cu a Tnlocui x
cu un termen u a carui interpretare sub e este a.
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Substitutia

Propozitia 1.46
Fie p o formul3d si x o variabila.
(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x in ¢,
E Vxp — ox(u), F ox(u) = Ixe.

(i) EV¥xp = o, F ¢ — Ixp.
(iii) Pentru orice simbol de constants c,

F Vxp — ox(c), E ox(c) — Ixp.
Dem.:

(i) Fie Asie:V — A. Atunci
AEVxple] <= pentruorice a € A, AF ¢lexca]

—  pentru a = u’(e), AFE plecca]
< AF px(u)[e] conform Lemei 1.44.(ii).

A doua asertiune rezulta din prima aplicata la —¢p.

52



Substitutia

Propozitia 1.47
Fie p o formuld si x o variabila.
(i) Pentru orice termen u substituibil pentru x in ¢,
F Vxp — ox(u), F ox(u) = Ixe.
(ii) EVxe — ¢, F o — dxp.
(iii) Pentru orice simbol de constants c,
F Vxp — ox(c), E ox(c) — Ixep.
Dem.: (continuare)
(ii) Aplicam (i) cu u := x.
(i) Aplicam (i) cu u := c. O

Substitutia

Propozitia 1.48
Pentru orice formuld o, variabile distincte x siy a.l. y ¢ FV(p) si
y este substituibil pentru x in o,
Ixp HIypx(y) si Vxp HVypx(y).
Folosim Propozitia 1.48 astfel: dacd ¢x(u) nu este substitutie

libera (i.e. x nu este liberd pentru u in ¢), atunci inlocuim ¢ cu o
formuld ¢ logic echivalentd a.i. ¢ (u) este substitutie libera.

Substitutia

In general, dac3 x si y sunt variabile, ¢ si ¢y(y) nu sunt logic
echivalente: fie £,,, Nsie: V -+ N afl
e(x) =3,e(y) =5, e(z) = 4. Atunci

N E (x<2z)[e], dar N H (x<z)x(y)][e]-

Totusi, variabilele legate pot fi substituite, cu conditia sa se evite
conflicte.
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Substitutia

Definitia 1.49

Pentru orice formuld ¢ si orice variabile y1, ..., yk, varianta
Vi,..-, yk-liberd @' a lui o este definitd recursiv astfel:

» dacd ¢ este formuld atomica, atunci ¢ este p;
» dacd ¢ = ), atunci ¢’ este —)/';

» dacd o =1 — x, atunci ¢ este )’ — X/;

» dacda ¢ = Vzv, atunci

Vzi)' altfel:

unde w este prima variabild din sirul vy, v1, ..., care nu apare
in )" si nu este printre y1, ..., Y.

 este {qup’z(w) dacidz e {y1,..., ¥k}
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Substitutia

Definitia 1.50

¢ este variantd a lui @ dacd este varianta yi, ..., yx-liberd a lui p
pentru anumite variabile y1, . .., k.

Propozitia 1.51

(i) Pentru orice formuld ¢, dacd ¢ este o variantd a lui ¢, atunci

QO H ¢I'.
(ii) Pentru orice formuld o si orice termen t, daca variabilele lui t
se afl¥ printre y1, ..., yi si @' este varianta yi, ..., yx-liberd a

lui p, atunci ¢ (t) este o substitutie libera.

Forma normala prenex

ormuld si t1,..., t, termeni care nu contin variabile din .
30 (t1, - -, tn) formula obtinutd din ¢ substituind
libere ale lui x1,...,x, cu t1,...,t, respectiv.

Notatii: V¢ =4, J°=V.

Teorema 1.54 (Teorema de forma normald prenex)

Pentru orice formuld ¢ exista o formulda ¢* in forma normala
prenex a.l. p H¢* si FV(p) = FV(*).

Dem.: Aplicam inductia pe formule. Avem urmatoarele cazuri:
® ¢ este formuld atomica. Atunci p* 1= .

® o = —1) si, conform ipotezei de inductie, exista o formulad
V* = Q1x1 ... Qnxpto Tn form3 normald prenex a.l. ¢ H Y™ si
FV(¢) = FV(¥*). Definim

O = Qfxy ... Qrxn—bo.
Atunci ¢* este in form3 normald prenex, p* H —¢* H - = ¢ si

FV(p*) = FV(y*) = FV(¢) = FV(e).
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Forma normalad prenex

Definitia 1.52

O formulad care nu contine cuantificatori se numeste liberd de
cuantificatori (" quantifier-free” ).

Definitia 1.53

O formuld ¢ este in forma normald prenex daca
p=@Qx1Qxz... Qnxn ¥,

undene€N, Q1,...,Q, € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile si 1
este formula libera de cuantificatori. Formula 1) se numeste
matricea lui p si Qix1Qoxa ... Qnx, este prefixul lui ¢.
Exemple de formule in forma normala prenex:
» Formulele universale: ¢ = Vx1Vxy ... Vx, 1, unde 1) este libera
de cuantificatori

» Formulele existentiale: ¢ = dx33xy...dx, 9, unde Y este
libera de cuantificatori
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Forma normalad prenex

X si, conform ipotezei de inductie, exista formulele n

forma normaks prenex

P = Qix1... Quxpto, X" = S1z1...SmZmXo0

al Y HY", FV() = FV(*), x H X" si FV(x) = FV(x").
NotéNm cu Vp multimea tuturor variabilelor care apar in ¥* sau x*.
Fie 1)* (resp. x*) varianta Vo-liberd a lui v* (resp. x*). Atunci

V* = Quyr- .. Quyntbo, X* = Siwi ... SnwWmXo,

u~nde Yi,---yYn, W1, ..., Wpn, sunt variabile care nu apar in V,
$o = Yoxy,.. % (V15 -5 ¥n) $1 Xo = onl,,,,,sz(Wl, oy Win).
Conform Propozitiei 1.51.(i), ¢* H ¢* si x* H x*. De asemenea,
FV(i*) = FV(¥*) si FV(x*) = FV(x").
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Forma normalad prenex

Definim
(p* = nyl ... Q,C,yn51W1 cee Sme (150 — X‘o)
Atunci ¢* este in form3 normal3 prenex, FV/(¢o*) = FV(¢p) si
o H P x
H o¢* — x*
H Y —=x=e¢

® o = Vxu si, conform ipotezei de inductie, exista o formuld ¢* in
form3 normal3 prenex ai. ¢ HY* si FV(¢) = FV(¢*).
Definim ¢* := Vxy*. [l

Forma normala prenex

Exemplu
Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru
v = Vy(S(y) — JzR(2)) ANVx(YyP(x,y) — f(x) = d).
Avem ca
v H 3Jy=(S(y) — 3zR(2)) AVx(VyP(x,y) — f(x) = d)
H dy—-3z(S(y) = R(z2)) AVx(YyP(x,y) — f(x) = d)
Jy—-3z(S(y) — R(z)) AVxIy(P(x,y) — f(x) = d)
yVz-(S(y) — R(2)) AVxIy(P(x,y) — f(x) = d)
EIsz(—'(S(y) — R(2)) AVx3y(P(x,y) — f(x) = d))
EIszVx(ﬂ(S(y) — R(2)) A Jy(P(x,y) — f(x) = d))
EIszVx(—'(S(y) — R(2)) A Iv(P(x,v) = f(x) = d))
EIszVxEIv(—'(S(y) — R(2)) A (P(x,v) = f(x) = d))

©* = JyVz¥x3v(~(5(y) = R(2)) A (P(x,v) — f(x) = d)) este o
form3d normala prenex pentru .

IT IT I©T IL IL IC
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Forma normalad prenex

» un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;
» doua simboluri de constante ¢, d.
Exemplu
S3 se gaseasca o forma normalad prenex pentru
p = 3y(g(y,z) = c) A =3x(f(x) = d)

Avem
¢ H Jy(gly,2) = c A=3x(f(x) = d))

H Ely(g(y,z) = c AVx~(f(x) = d))

H EIny(g(y,z) =cA(f(x) = d))

Prin urmare, ¢* = JyVx(g(y,z) = ¢ A =(f(x) = d)) este o form3
normald prenex pentru .

62

Forma normal3 Skolem

ste o procedura prin care se eliminad cuantificatorii
existentiali din formule de ordinul Tntdi Tn form3 normal3a prenex,
prin introducerea de noi simboluri de functii/constante, numite
simboluri de functii/constante Skolem.

Fie £ un limbaj de ordinul intai si ¢ un enunt al lui £ care este in
forma normald prenex:

= Qx1Q2x2 ... Qnxn0,

unde n €N, Q1,...,Qn € {V,3}, x1,...,x, sunt variabile distincte
doua cate doud si 0 este formula liberd de cuantificatori.
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Forma normal3 Skolem

lui ¢ un enunt universal ¢k intr-un limbaj extins £*(y):

Sk

Daca ¢ libera de cuantificatori sau universala, atunci > = ¢

si L%(0) .
Altfel, ¢ are una din formele:
» ¢ = dx 1. Introducem un nou simbol de constantd c si
considerdm ! = 1, (c), L = LU {c}.
> o =Vx1...Vxx3Ix® (k >1). Introducem un nou simbol de
functie f de aritate k si consideram
Ol =Vx .. Ve Ux(Ba ..o xi), LY = LU{f}.
In ambele cazuri, @' are cu un cuantificator existential mai putin

decat ¢.
v 1 . » o . . o .
Daca ¢ este libera de cuantificatori sau universala, atunci
0k = ol Dacs ¢! nu este universald, atunci form3m 2,03, ...,

pan3 ajungem la o formul3 universal3 si aceasta este K.

©°k este o form3 normal3 Skolem a lui ¢.

Forma normal3 Skolem

Exemplu
Fie £ un limbaj care contine un simbol de relatie binara R si un
simbol de functie unard f. Fie

¢ 1= Vy3zVu3dv (R(y,z) A f(u) = v).

p' = VyVudv (R(y,z) Af(u) = v):(g(y))
= VyVuav(R(y,g(y)) A f(u) = v),
unde g este un nou simbol de functie unarad
¢? = VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = v)u(h(y, u))
= VyVu(R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)),
unde h este un nou simbol de functie binara.

Deoarece goz este un enunt universal, rezultd c3d
@ = 02 =VyVu (R(y,g(y)) A f(u) = h(y, u)).

Forma normal3 Skolem

Exemple

» Fie 6 o formul3 liberd de cuantificatori a.l. FV(0) = {x} si
¢ = 3x 0. Atunci ¢! = 0,(c), unde c este un nou simbol de
constanta. Deoarece <p1 este un enunt liber de cuantificatori,
rezultd c3 >k = p! = 0,(c).

» Fie R un simbol de relatie de aritate 3 si
¢ = IxVyVz R(x,y, z). Atunci

¢! =VyVz (R(x,y,2))x(c) = VyVz R(c,y, 2),
unde ¢ este un nou simbol de constant3. Deoarece ¢! este un
enunt universal, rezultd c3 ¢k = ! = VyVz P(c,y, z).

» Fie P un simbol de relatie de aritate 2 si ¢ = Vy3z P(y, z).
Atunci ! = Vy (P(y, 2)).(f(y)) = Yy P(y, f(y)), unde f este
un simbol nou de functie unard. Deoarece ¢! este un enunt
universal, rezultd c3 >k = p! =Yy P(y, f(y)).
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Forma normal3 Skolem

Teorema 1.55 (Teorema de formd normald Skolem)

Fie ¢ un enunt Tn forma normala prenex.
(i) E @k = @, deci p°F E o in L(p).
(i) @ este satisfiabili ddacs o°F este satisfiabils.

Dem.:
(i) Se aplica faptul cd F ¢, (t) — Ixp, E ¢ implicd E Vxp si
FVx(p — ¥) — (Yxp — Vx1)) pentru a conclude c3
Eopl = Ep? =l etc.
(ii) "<" Se aplica (i). "=" Exercitiu suplimentar. O
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Forma normal3 Skolem

Observatie

sk

Tn general, ¢ si ©** nu sunt logic echivalente ca enunturi in L*(p).

Dem.: Fie £ = (R), unde R este simbol de relatie binard si

© = YviIvuR(v1, va). Atunci >k = VYviR(v1, f(v1)) (unde f este
un nou simbol de functie unard) si £L5%(p) = (f, R). Fie
L3%(p)-structura A = (Z, <, f4), unde f4(n) = n — 1 pentru
orice n € Z. Atunci A F ¢, deoarece pentru orice numar intreg m
existd un numir intreg n al. m < n. Pe de alt3 parte, A ¢,
deoarece pentru orice n € Z, avem ca n > fA(n) =n-—1. ]

Teorii

Definitia 1.57

O L-teorie este o multime T de enunturi ale lui L care este inchisa
la consecinta semantica, adica:

pentru orice enunt ¢, TFo = e T.

Definitia 1.58

Pentru orice multime de enunturi I, teoria generatad de [ este
mulfimea

Th(r) = {p| ¢ esteenuntsil F ¢}
= {¢ | ¢ este enunt si Mod(I') C Mod(p)}.
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Multimi de enunturi

u orice multime de enunturi [, notam
Mod(T):= clasa modelelor lui I'.
Notam Mod(¢1, ..., ¢n) in loc de Mod({p1,...,¢n}).

Lema 1.56

Pentru orice multimi de enunturi I'; A si orice enunt 1,
(i) TEY <= Mod(T') C Mod(v).

(i) T €A = Mod(A) C Mod(T).

(iii) T este satisfiabild <= Mod(T) # 0.

Dem.: Exercitiu usor.

Teorii

Propozitia 1.59
(i) T C Th(I).
(ii) Mod(T') = Mod(Th(I)).
(iii) Th(T') este o teorie.
(iv) Th(T) este cea mai micd teorie T a.i. [ C T.
Dem.:
(i) Pentru orice p € ', avem cd I E ¢, deci ¢ € Th(I').
(ii) " 2" Conform (i) si Lemei 1.56.(ii).
"C" Conform definitiei lui Th(I).
(i) Pentru orice enunt ¢, avem c3
Th() E ¢ <= Mod(Th(T)) € Mod(y)
<= Mod(I') C Mod(y) (conform (ii)) <= ¢ € Th(T).
(iv) Fie T o teorie care contine ' si ¢ € Th(I"). Din
Mod(T) € Mod(p) si Mod(T) C Mod(I') rezults ca
Mod(T) C Mod(y), deci T E . Deoarece T este teorie,
obtinem cd ¢ € T. Asadar, Th(I') C T.

O
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Teorii Teorii

Propozitia 1.60

Pentru orice multimi de enunturi T, A,
(i) TCA = Th(l') C Th(A).

(ii) T este teorie <= I = Th(I').
(iii) Th(0) = {¢ | ¥ este enunt valid} este inclusd in orice teorie. Definitia 1.62

O clasd KC de L-structuri este axiomatizabild dacd I = Mod(I')
pentru o multime de enunturi I'. Spunem si ca I axiomatizeaza K.

Definitia 1.61

O teorie T este finit axiomatizabild dacT = Th(T") pentru o
multime de enunturi finita T.

Dem.: Exercitiu usor.

» O teorie prezentatd ca Th(I') se numeste teorie axiomatica

sau teorie prezentatd axiomatic. [ se numeste multime de Definitia 1.63
axiome pentru Th(T). O clasd K de L-structuri este finit axiomatizabild dacd
» Orice teorie poate fi prezentatd axiomatic, dar suntem K = Mod(T") pentru o multime finitd de enunturi T .

interesati de multimi de axiome care satisfac anumite conditii.
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Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta Exemple - Teoria relatiilor de echivalenta

> /-:é = (E7®>®) = (E)
> Legshructurile sunt A = (A, =), unde = este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:

(REFL) := Vx(x=x)
(SIM) = VxVy(x=y — y=x) e Daca addugam axioma:
(TRANZ) = VxvyVz(x=y N y=z = x=2) VxJy (—(x = y) Ax=y AVz(z=x — (z = x V z = y))),

Definitie
Teoria relatiilor de echivalent3 este
T := Th((REFL),(SIM),(TRANZ)).
> T este finit axiomatizabil3.

» Fie IC clasa structurilor (A, =), unde = este relatie de

echivalenta pe A.
» JC= Mod(T), deci T axiomatizeazd K.
» Spunem si ca T axiomatizeaza clasa relatiilor de echivalenta.

obtinem teoria relatiilor de echivalenta cu proprietatea ca orice
clasa de echivalenta are exact doua elemente.



Exemple - Teoria grafurilor

> EGraf = (anaw) = (E)

» Lrar-structurile sunt A = (A, E), unde E este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:
(IREFL) = Vx—E(x,x)
(SIM) = YxVy(E(x,y) — E(y,x)).
Definitie
Teoria grafurilor este
T := Th((IREFL),(SIM)).

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt grafurile.
> T axiomatizeaza clasa grafurilor.

Exemple - Teoria ordinii stricte

> ‘C< = (<7®7®) = (<)
> EgSt*turile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Consideram urm3toarele enunturi:
(IREFL) = Vx—(x<x)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y A y<z — x<z)
Definitie
Teoria ordinii stricte este
T := Th((IREFL),(TRANZ)).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile strict ordonate.

> T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine stricta.
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Exemple - Teoria ordinii partiale

> £<-5«cturile sunt A = (A, <), unde < este relatie binara.

Consideram urmatoarele enunturi:

(REFL) := Vx(x<x)
(ANTISIM) = VxVy(x<y Ay<x — x =)
(TRANZ) = VxVyVz(x<y Ay<z — x<2)

Definitie
Teoria ordinii partiale este
T := Th((REFL), (ANTISIM),(TRANZ)).

> T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile partial ordonate.

> T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine partiala.

Exemple - Teoria ordinii totale

Consideram urmatorul enunt:
(TOTAL) = V¥xVy(x =y V x<yV y<x)

Definitie
Teoria ordinii totale este
T := Th((IREFL),(TRANZ),(TOTAL)).

» T este finit axiomatizabila.
» modelele lui T sunt multimile total (liniar) ordonate.

> T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine totala.
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Exemple - Teoria ordinii dense

Consideram urmatorul enunt:

(DENS) = VxVy(x<y — 3z(x<z A z<y)).

Definitie
Teoria ordinii dense este
T := Th((IREFL),(TRANZ),(TOTAL), (DENS)).

> T este finit axiomatizabil3.
» modelele lui T sunt multimile dens ordonate.

> T axiomatizeaza clasa relatiilor de ordine densa.

Exemple - Teoria egalitatii

Notatii
» Pentru uniformitate, notdim 321 := Ix(x = x).
» J<n .= -3=2nt+l
> 371 =S A F20

Propozitia 1.65
Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,

AETIS" — A are cel mult n elemente
AETF" <« A are exact n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.

Propozitia 1.66
Fie T := Th({32" | n > 1}). Atunci pentru orice L-structurd A,

AE T <= A este multime infinita.

Dem.: Exercitiu usor.
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Exemple - Teoria egalitatii

Pentru orice n > 2, notdm urm3torul enunt cu 32"
dxqg ... 3x, (ﬂ(xl =x)A(x1 =x3)A .. A (X1 = x,,)),

pe care il scriem mai compact astfel:

32" = Jx ... Ax, /\ —(x; = Xj)
1<i<j<n

Propozitia 1.64

Pentru orice L-structurd A si orice n > 1,

AE3JZ" <= A are cel putin n elemente.

Dem.: Exercitiu usor.
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Teorema de compacitate

Teorema 1.67 (Teorema de compacitate)

O multime de enunturi [ este satisfiabild daca si numai daca orice
submultime finitd a sa este satisfiabila.

» unul din rezultatele centrale ale logicii de ordinul Tntai
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Teorema de compacitate - aplicatii

Fie limbaj de ordinul intai.

Propozitia 1.68

Clasa L-structurilor finite nu este axiomatizabild, adicd nu existd o
multime de enunturi I astfel Tncat

(*)  pentru orice L-structurd A, AET <= A este finita.

Dem.: Presupunem prin reducere la absurd ca exista ' C Sen,
a.l. (*) are loc. Fie

A:=TuU{32"|n>1}.

Demonstram c3 A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ao CTU{3=m, ..., 32} pentru un k € N.

Fie A o L-structurd finitd a.. |A] > max{n1,...,ng}. Atunci
A 32" pentru orice i = 1,...,k si AFE T deoarece A este finit3.

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.70

Clasa L-structurilor infinite este axiomatizabild, dar nu este finit
axiomatizabila.

Dem.: Notam cu Kj,r clasa L-structurilor infinite.

Conform Propozitiei 1.66, pentru orice L-structura A,

A€ Kpr <= Aesteinfiniti < AF {32" | n>1}.

Prin urmare,
Kinf = l\/lod({EIZ" | n>1})

deci e axiomatizabila.
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Teorema de compacitate - aplicatii

L AETU{3Zm, .. 32}, de unde rezults c3

AE Ap. ar, Ag este satisfiabil3.

Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca
A=TuU{3="|n>1}.

are un model B.

Deoarece B E T, B este finita.

Deoarece B F {327 | n > 1}, rezult3 c3 B este infinit3.

Am obtinut o contradictie. ]

Corolar 1.69

Clasa multimilor nevide finite nu este axiomatizabila in L_.
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Teorema de compacitate - aplicatii

ca ICj,r este finit axiomatizabild, deci exista
M={¢1,...,0n} C Seny ai. Kjr = Mod(T).

Fie ¢ := w1 A ... App. Atunci Kjr = Mod(p).
Rezulta ca pentru orice L-structura A,

A este finitd <= AE Ky < AFp < AFE —p.

Asadar, clasa L-structurilor finite este axiomatizabild, ceea ce
contrazice Propozitia 1.68. 1.

Corolar 1.71

Clasa multimilor infinite nu este finit axiomatizabild Tn L_.
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Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.72

Fie I o multime de enunturi ale lui L cu proprietatea
(*) pentru orice m € N, T are un model finit de cardinal > m.

Atunci I are un model infinit.

Dem.: Fie
A:=TU{3="|n>1}.

Demonstram c3 A este satisfiabild folosind Teorema de
compacitate. Fie Ag o submultime finitd a lui A. Atunci

Ao CTU{3=m ... 32"} pentru un k € N,
Fie m:= max{n1,...,ng}. Conform (*), I' are un model finit A
ai |Al > m. Atunci A F 32" pentru orice i = 1,. .., k, deci
AE Ao.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca A are un model B.
Prin urmare, B este un model infinit al lui I'. ]

Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.74

Fie ' o multime de enunturi cu proprietatea ca
(*)  pentru orice m € N, [ are un model finit de cardinal > m.

Atunci
(i) T are un model infinit.
(ii) Clasa modelelor finite ale lui T nu este axiomatizabila.
(iii) Clasa modelelor infinite ale lui T este axiomatizabila, dar nu

este finit axiomatizabil3.

Dem.: Exercitiu.
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Teorema de compacitate - aplicatii

Propozitia 1.73

Daca un enunt o este adevarat in orice L-structurd infinita, atunci
existd m € N cu proprietatea cd ¢ este adevarat in orice
L-structurd finitd de cardinal > m.

Dem.: Presupunem c3 nu e adevarat. Fie [ := {—p}. Atunci
pentru orice m € N, I are un model finit de cardinal > m.
Aplicand Propozitia 1.72, rezultd ca I are un model infinit A. Prin
urmare, A ¢, ceea ce contrazice ipoteza. O]
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Modele non-standard ale aritmeticii

limbajul £ = (4, x,5,0), unde 4, x sunt simboluri de
e, S este simbol de operatie unara si 0 este simbol de

operatii
constanta.

Pentru orice n € N, definim prin inductie £-termenul A(n) astfel:

A0)=0, A(n+1)=SA(n).

Fie L-structura N' = (N, +,-,5,0). Atunci A(n)N = n pentru
orice n € N. Prin urmare, N = {A(n)" | n € N}.

Definitia 1.75

O L-structurd A se numeste non-standard daca exista a € A a.l.
a # A(n)A pentru orice n € N. Un astfel de element a se numeste
element non-standard.
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Modele nonstandard ale aritmeticii

Teoria lui NV se defineste astfel:
Th(N) == {p € Senz | N E ¢}.
Se poate demonstra usor c& Th(N) este o teorie.

Teorema 1.76
Existi un model non-standard al teoriei Th(/N\).

Dem.: Fie ¢ un simbol de constantd nou, Lt = LU {c} si
r=ThN)U{—=(A(n) =c) | neN}.

Demonstram c3 I este satisfiabil3 folosind Teorema de
compacitate. Fie [j o submultime finitd a lui I,

Mo C ThN)U{=(A(m) =c),...,~(A(nk) = ¢c)}.

SINTAXA
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Modele nonstandard ale aritmeticii

Fie np > max{ny,...,nx}. Considerm extensia N a lui N la £+
definits astfel: ¢V := ng. Atunci Nt E I
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca I' are un model

A= (A, +A’ ‘A, S'A,OA, CA).

Rezulty ci a := c* este element non-standard al lui A. ]

Sintaxa

Definitia 1.77
Multimea LogAxy C Form, a axiomelor logice ale lui L constd din:

(i) toate tautologiile;
(ii) pentru orice termeni s, t, u, toate formulele de forma
t=t, s=t—>t=s, s=tANt=u—Ss=u,
(i) pentru orice m > 1, f € Fp,, R € Ry, si orice termeni
S1,t1, 5, t,...Sm, tm, toate formulele de forma
tH=wmA... Ntjm=Umn —>ft1...tm = Ffur...Un,
t1t=wmA...Ntm=uUmn— (Rty...tm > Ru1...up);
(iv) toate formulele de forma
ox(t) — Ixp,
unde px(t) este o substitutie liberd (J-axiomele).

Axiomele de la (ii) si (iii) se numesc si axiomele egalitatii.

94

96



Sintaxa

Definitia 1.78

Regulile de deductie (sau inferentd) sunt urmatoarele: pentru orice
formule ¢, 1),

(i) din ¢ si o — 1) se inferd v (modus ponens sau (MP)):
[
w 1

(ii) dacd x ¢ FV(), atunci din ¢ — 1 se inferd Ixp —
(3-introducerea):

=Y .
_ FV ().
Ev— dacd x ¢ FV(v)
Sintaxa
Notatii
¢ = @ este [-teorema
Thmy = Thmg(0)
Fey = Dl
=z A = T kg pentruorice p € A.

Definitia 1.80

O formuld ¢ se numeste teorema (logica) a lui L dacd b .

Conventie

Cand L este clar din context, scriem LogAx, Thm, Thm(T'), I F ¢,
F o, etc..
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Sintaxa

ime de formule ale lui L.

Definitia 1.79

Multimea Thmg(I') a ['-teoremelor lui L este intersectia tuturor
multimilor de formule ¥ care satisfac urmatoarele proprietati:

(i) Axmp C %,
(i) T CX;
(iii) X este inchisad la regulile de deductie, i.e.

(a) dacd p,p — ¢p € X, atunci ) € ¥;
(b) daci o — v € X six ¢ FV(¢), atunci Ixp — 1 € ¥.

Dacd ¢ € Thmg(I'), atunci spunem si cd ¢ este dedusa din
ipotezele I'.
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[ -teoreme

Lema 1.81

Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢,1), au loc
urmatoarele proprietati:

(i) dacd ¢ este axiom3 logicd, atunci T I ;
(ii) dacd ¢ €T, atunci T - ¢;
(iii) dacd T+ ¢ 5iTF @ — 4, atunci T+ 1),
(iv) dacalT F o — 1 six ¢ FV(y), atunci T F Ixp — 1.
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[-demonstratii

Definitia 1.82

O I-demonstratie (demonstratie din ipotezele I') este o secventd
de formule 01, ..., 0, a.i. pentru fiecare i € {1,...,n}, una din
urmatoarele conditii este satisfacuta:

(i) 0; este axiomd;

(ii) 6; € T;

(iii) existd k,j <i a.l O =06; =6

(iv) existd j < isix eV, p, formule a.i x ¢ FV (),
0 =¢ — s =3xp — .

O O-demonstratie se va numi simplu demonstratie.

Proprietati sintactice

Propozitia 1.85

Pentru orice multimi de formule T si orice formula o, I + ¢ ddaca
existd o submultime finitd X a lui I a.l. X F .

Dem.: "<" Fie L C T, X finitd ai. X+ ¢. Deoarece X C T,
rezulta ca I - .

"=" Presupunem ca ' - ¢. Conform Propozitiei 1.84, ¢ are o
-demonstratie 61, ..., 6, = ¢. Fie

T =TN{6,....00).

Atunci ¥ este finita, X C I si 61, ..., 0, = p este 0
> -demonstratie a lui ¢, deci X F . O

[-demonstratii

Definitia 1.83

Fie ¢ o formuld. O I'-demonstratie a lui @ sau demonstratie a lui ¢
din ipotezele I este o I'-demonstratie 61, ..., 0, a.l. 0, = ¢. In
acest caz, n se numeste lungimea I'-demonstratiei.

Propozitia 1.84

Fie I o multime de formule si ¢ o formuld. Atuncil - ¢ ddaca
exista o [ -demonstratie a lui .
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Teorema tautologiei si Teorema deductieie

Teorema 1.86 (Teorema tautologiei)

Daca 1) este consecinta tautologica a formulelor @1, ..., pn si
M= 1,...,T Fw,, atunci T .

Teorema 1.87 (Teorema deductiei)

Fie T U{vY} o multime de formule si ¢ un enunt. Atunci

FU{pl v ddaci T+ @ — 1.
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Inchiderea universald

Definitia 1.88

Fie o o formuld a.i. FV(p) = {x1,...,Xn}. Inchiderea universals
a lui ¢ este enuntul

% = Vx1 ... Vxpp.
Notatie: Dac3 I este o multime de formule, VI := {Vp | p € T}.
Observatie

@ enunt = Yo = ¢; I multime de enunturi = VI =T.

Propozitia 1.89

Daca I este multime de enunturi, atunci pentru orice ,

re¢o <« TEVYo.
Dem.: Exercitiu.

Multimi consistente

Definitia 1.91

O multime T de formule se numeste consistentd daca existd o
formula o astfel incat I t/ .

[ se numeste inconsistenta daca nu este consistenta, i.e. [ = ¢
pentru orice formuld .

Propozitia 1.92

Pentru orice multime I de formule, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este inconsistentd;

(ii) pentru orice formuld 1), T 1 siT = =),
(iii) existd o formuld iy a.i. TH sil F .
Dem.: Exercitiu.
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Teorema de corectitudine

Teorema 1.90 (Teorema de corectitudine (”soundness”))

Pentru orice multime de formule I si orice formula ¢,
T = VIEop.
In particular, dacd I este multime de enunturi, atunci

- = TEe
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Multimi consistente

Propozitia 1.93
Pentru orice multime I de formule, urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este inconsistentd;

(ii) T are o submultime finita inconsistentd.
Dem.: (ii)=(i) Exercitiu imediat.
(i)=(ii) Presupunem c3 I este inconsistentd. Atunci existd ¢ a.l.
I~ si [+ =1, Aplicand Propozitia 1.85, obtinem submulfimi
finite X1, ale lui I al XjF ¢ si Lok ). Fie ¥ :=%; UXs.
Atunci X este submultime finitd a lui [ care este inconsistenta. [J

Un rezultat echivalent:
Propozitia 1.94
O multime I de formule este consistentd dacd si numai daca orice

submultime finitd a lui T este consistenta.
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Multimi consistente

Propozitia 1.95

Fie I o multime de formule si ¢ un enunt.
(i) TE o <= T U{—p} este inconsistentd.
(if) T H—=p <= T'U{p} este inconsistentd.
Dem.: (i)"="Tko = TU{-p}FpsiTU{-p}F-p
= U {—¢} este inconsistent3.

=
(1) Tu{-¢}te
(2) TE—p—=y¢
(3) Tk (¢ —=¢)— ¢ tautologie
(4) Tre (MP): (2).(3)

(i) Exercitiu. O

U {—p} este inconsistent3

Teorema deductiei

Teorema de completitudine

Teorema 1.97 (Teorema de completitudine (a doua forma)

Pentru orice multime de enunturi I si orice enunt ¢,

N <= T FEo.

Dem.: “=" Aplicam Teorema de corectitudine 1.90.

< Presupunem ca I I/ ¢. Atunci, conform Propozitiei 1.95.(i),

U {—¢} este consistentd. Aplicdm Teorema de completitudine
(prima form3) pentru a conclude cd ' U {—p} are un model A.
Deoarece AFE T si [ ¢, obtinem ca A este model al lui ' U {¢}.
Tn particular, AE ¢ si A E =g, ceea ce este o contradictie. m
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Teorema de completitudine

Teorema 1.96 (Teorema de completitudine (prima forma)

Orice multime consistenta de enunturi I este satisfiabil3.

» Teorema de completitudine a fost demonstratd de Godel n
1929 n teza sa de doctorat

» Henkin a dat in 1949 o demonstratie simplificata.
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LOGICI MODALE

Referinta de baza:

P. Blackburn, M. de Rijke, Y. Venema, Modal logic, Cambridge
Tracts in Theoretical Computer Science 53, Cambridge University
Press, 2001
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Structuri relationale

Definitia 2.1
O structura relationald este un tuplu F format din:
» o multime nevidd W, numita universul (sau domeniul) lui F
» o multime de relatii pe W.
Presupunem ca fiecare structura relationald contine cel putin o
relatie. Elementele lui W se numesc puncte, noduri, stari, lumi,
timpi, instante sau situatii.
Exemplul 2.2

O multime partial ordonata F = (W, R), unde R este o relatie
binara pe W care este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.

Structuri relationale

Fie ultime nevida si R C W x W o relatie binara.

Scriem de obicei Rwv in loc de (w,v) € R. Dacd Rwv, atunci
spunem ca v este R-accesibil din w.

Inversa lui R se noteazi R~ si se defineste astfel:
R~'vw ddacs Rwv.
Definim R"(n > 0) inductiv:
R ={(w,w)|weR},R'=R,R"™ =RoR".

Asadar, pentru orice n > 2, avem ca R"wv ddaca exista
ui,...Up—1 a7t Rwuy, Ruius, ... Ru, qv.
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Structuri relationale

tranzitii etichetate (Labeled Transition Systems), sau,
temele de tranzitii, sunt structuri relationale simple,
foarte folosite Tn informatica. Folosim Tn continuare abrevierea LTS
pentru aceste sisteme.

Definitia 2.3

Un LTS este o pereche (W,{R, | a € A}), unde W este o multime
nevida de stari, A este o multime nevid3 de etichete si, pentru
fiecare a € A, R; C W x W este o relatie binard pe W.

Sistemele de tranzitii pot fi vdzute ca modele abstracte de calcul:
starile sunt starile posibile ale unui calculator, etichetele sunt
programe si (u,v) € R, inseamnd c3 existd o executie a
programului a care incepe Tn starea u si se termind Tn starea v.
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Limbaje modale de baza

Definitia 2.4
Limbajul modal de baza MLy este format din:
» o multime PROP de propozitii atomice (notate p,q,r,v,...);
» conectorii propozitionali: =, —;
» constanta propozitionald L (falsul);
» parantezele: (, ),
» operatorul modal {) (‘diamond’) (se citeste diamant).

Operatorul modal dual

Dualul lui ¢ se noteazd [J (se citeste cutie) si se defineste astfel:
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Limbaje modale de baza

Definitia 2.5

Formulele limbajului modal de baza MLy sunt expresiile definite
astfel:

(FO) Orice propozitie atomicd este formula.

(F1) L este formula.

(F2) Daca ¢ este formuld, atunci (—y) este formula.

(F3) Daca ¢ si 1) sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.

(F4) Daca ¢ este formula, atunci (Qy) este formula.

(F5) Numai expresiile obtinute aplicind regulile (F0), (F1), (F2),
(F3), (F4) sunt formule.

Observatie

Formulele lui MLy sunt definite, folosind notatia Backus-Naur,
astfel:

pu=p|L](=¢) [ (¥ =) [(0p), undepe PROP.

Limbaje modale de baza

Logica epistemica

In logica epistemica, limbajul modal de baza este folosit pentru a
rationa despre cunoastere. In aceasta logica,

Ly se citeste agentul stie ca .
Se scrie Ky n loc de Clyp.

Deoarece discutam despre cunoastere, este natural s3 consideram
ca este adevarata formula

Ky — ¢ (dacs agentul stie c3 ¢, atunci ¢ trebuie s3 aiba loc)

Presupunand ca agentul nu este atotstiutor, formula ¢ — K¢ ar
trebui s3 fie falsa.
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Limbaje modale de baza

retari ale operatorilor modali ¢ si [J au fost extrem de
influente.

Logica modala clasica

In logica modala clasica, Qy este citit ca este posibil ca ¢. Atunci
[y Tnseamna nu este posibil ca non ¢, adica este necesar .

Exemple de formule pe care le putem privi ca principii corecte
includ:

» o — Op (ce este necesar este si posibil)

> © — Op (ce este, este posibil).
Ce putem spune despre formule ca ¢ — [0 (ce este, este necesar
posibil) sau O — OO (ce este posibil, este necesar posibil)? Pot
fi ele privite ca adevaruri generale? Pentru a da un raspuns la
astfel de Tntrebari trebuie sa definim o semantica pentru logica
modala clasica.
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Limbaje modale de baza

Logica demonstrabilitatii (Provability logic)
In aceasts logica,

Oy se citeste se poate demonstra (intr-o teorie aritmeticd) faptul
ca .

O tema central3d a logicii demonstrabilitatii este gasirea de
axiomatizari complete pentru principii de demonstrabilitate care
sunt valide pentru diverse teorii aritmetice (cum ar fi aritmetica
Peano).

O formul3 foarte importantd Tn acest context este formula Lob:

OOp — p) — Op
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Limbaje modale

Definitia 2.6
Un limbaj modal ML este format din:

» o multime PROP de propozitii atomice ;
conectorii propozitionali: —, —;
constanta propozitionald L (falsul);

>

>

» parantezele: (, ),

» o multime O de operatori modali sau modalitati;
>

o functie aritate p : O — N.

ML este unic determinat de PROP si de perechea 7 := (O, p).
Folosim si notatia ML := ML(PROP, T) pentru a specifica acest
fapt. 7 se numeste tipul de similaritate al lui ML.

Limbajul modal de baza

Notam cu 7g tipul de similaritate al limbajului modal de baza MLy,
deci MLy = ML(PROP, 7). Atunci 79 = ({0}, p) cu p(0) = 1.

Limbaje modale

Multimea Expr(ML) a expresiilor lui ML este multimea tuturor
sirurilor finite de simboluri ale lui ML.

Definitia 2.7

Formulele lui ML sunt expresiile lui ML definite astfel:

(FO) Orice propozitie atomicd este formuld.

(F1) L este formuld.

(F2) Daca ¢ este formula, atunci (—yp) este formuls.

(F3) Daca ¢ si 1) sunt formule, atunci (¢ — 1)) este formula.

(F4) Daca m e N, A € O, si ¢1,...,9m sunt formule, atunci
(A(p1...¢m)) este formula.

(F5) Numai expresiile obtinute aplicand regulile (F0), (F1), (F2),
(F3), (F4) sunt formule.

Limbaje modale

Fie ML(PROP, T) un limbaj modal.

e Propozitiile atomice se noteaza p,q,r,v,....

e Elementele lui O se noteaza A, Ag, Aq,... si se numesc
operatori modali.

e Pentru orice m € N, notam O, :={A € O | p(A) = m}.
Asadar, O, este multimea operatorilor modali de aritate m.

e QOperatorii modali unari sunt cei de aritate 1. Ne referim adesea
la ei ca diamante si 1i notdm de multe ori ¢, sau (a), unde a este
un element dintr-o multime de indici.

e Definitia permite si operatori modali de aritate 0, care se mai
numesc si constante modale.

Multimea Sim(ML) a simbolurilor lui ML este

Sim(ML) := PROP U {~,—, L,(,)} U O.
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Limbaje modale

Notatie: Multimea formulelor se noteazd Form(ML).

e Orice formul3 se obtine aplicand regulile (F0), (F1), (F2), (F3),
(F4) de un numar finit de ori.

e Form(ML) C Expr(ML). Formulele sunt expresiile " bine
formate”.

Observatie

Multimea Form(ML) este definitd folosind notatia Backus-Naur,
astfel:

pu=p L] (=0) [ (0= 9) [ (Alpr---¢pa))); unde p e PROP.
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Limbaje modale

Citire unicd (Unique readability)

Daca ¢ este o formuld, atunci exact una din urmatoarele
alternative are loc:

» ¢ = p, unde p este propozitie atomica;
> p=1

» ¢ = (—), unde v este formuls;

» ¢ = (v — x), unde 9, x sunt formule;
>

o= (A{W1...¥m)), unde meN, A € O, si Y1,...,%m sunt
formule.

Mai mult, scrierea lui ¢ sub una din aceste forme este unica.

Limbaje modale

Operatorii modali duali

Definim acum operatori duali pentru modalitatile de aritate > 1.
Fie me N,m>1si A € Op. Dualul V al lui A este definit astfel:

Vip1...om):="A(—p1...20m).

Ca si n logica modala de baza, dualul unui diamant se numeste
cutie. Dualul lui ¢, se noteazd [J,, iar dualul lui (a) se noteaza [a].
Asadar,

Hap = =0amp, [a] = = (a) ~p.
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Limbaje modale

Conectorii propozitionali V, A, <+ si constanta T (adevarul) sunt
definiti ca Tn logica propozitional3 clasica:

eV = ((-¢) > ¥) e AN = =(p = (7))
et =(p=2 )N =) Ti=-L

e in practicd, renuntam la parantezele exterioare, le punem numai
atunci cand sunt necesare. Scriem =, — ¥, A(Q1...0m).

e Uneori scriem A(p1,...,¢m) n loc de A(p1...¢om).

e Dacd A este un diamant, atunci scriem Ay in loc de A(yp).
Prin urmare, scriem {4 sau (a) p.

e Operatorii modali binari sunt cei de aritate 2. Pentru acestia
folosim adesea notatia infixa: scriem @A n loc de A(p, ).

e Operatorii modali au precedenta mai mare decat ceilalti
conectori, — are precedenta mai mare decéat ceilalti conectori
propozitionali.
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Logica temporala de baza

Fie tipul de similaritate 7 = (O, p), unde O = {(F),(P)} si
p({F)) = p({P)) = 1. Limbajul determinat de 7 (si de PROP) se
numeste limbajul temporal de baza si este limbajul pe care se
fundamenteaza logica temporald, una din cele mai importante
logici modale, cu foarte multe aplicatii in informatica.

Interpretarea intentionatd pentru operatorii modali (F) , (P) este:

» (F) ¢ se citeste ¢ va fi adevdratd candva (intr-un moment) in
viitor (in englezd, ¢ will be true at some Future time). Prin
urmare, F vine de la Future.

» (P) ¢ se citeste ¢ a fost adevdratd candva (intr-un moment)
din trecut (in englezd, ¢ was true at some Past time). Prin
urmare, P vine de la Past.
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Logica temporala de baza

Este traditional s3 scriem F in loc de (F) ¢ si P in loc de (P) .
Dualul lui F se noteaza G, iar dualul lui P se noteaza H. Asadar,
interpretarea pentru operatorii G, H este:

» Gy se citeste ¢ va fi adevaratd in orice moment viitor (in
englezd, it is always Going to be the case that ).

» H se citeste ¢ a fost adevarata in orice moment din trecut
(in englez3, it always Has been the case that ¢).

Substitutia

(WAP)T =97 A7 si (YV )T =97 VT
> (V(e1? om))” =V (¢7 ... o).

Definitia 2.9

Spunem c3 1) este instanta de substitutie (substitution instance) a
lui ¢ daca exista o substitutie o astfel incat p° = ).

Exemplul 2.10
In MLy considerim substitutia o definitd astfel:
a(p) = (pAq), o(q) = (00qVr), a(v) = v daca v € PROP\{p, q}.

Atunci
(PAGAT)=((pAOqg)A(OOqV r)Ar).
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Substitutia

.— ML(PROP, ) un limbaj modal.
Definitia 2.8

O substitutie este o functie o : PROP — Form(ML).
O astfel de substitutie o induce o functie

(-)? : Form(ML) — Form(ML)

definita recursiv astfel:

p? = a(p)
17 = 1
(-p)” = —¢°
(¥ —=9)7 = 7=

(Ap1-.-m))” = A(¢]...¢%) dacd A € O

Aceasta definitia formalizeaza riguros ce se Tntelege prin substitutie
uniforma.
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Cadre si modele - limbajul modal de baza

are dam semantica limbajelor modale cu ajutorul
structuri elationale. Facem acest lucru in douda moduri:
» la nivelt! modelelor, unde definim notiunile fundamentale de
satisfacere si adevar;
» la nivelul cadrelor, unde definim notiunea cheie de validitate.
Definim, mai intai, cadrele, modelele si relatia de satisfacere pentru

limbajul modal de bazd MLy = ML(PROP, ).
Definitia 2.11
Un cadru (frame) pentru MLy este o pereche F = (W, R) astfel
Thcat
» W este o multime nevida;
» R este o relatie binara pe W'.

Asadar, un cadru este pur si simplu o structura relationald cu o
singura relatie binara.

Cadre si modele - limbajul modal de baza

R) un cadru si M = (F, V) un model. Scriem si
).

Spunem c3 modelul M = (F, V) este bazat pe cadrul F = (W, R)
sau ca JF este cadrul suport al lui M. Elementele lui W se numesc
stari Tn F sau in M. Scriem de multe ori w € F sau w € M.

M = (W,

Observatie

Elementele din W se mai numesc si lumi sau lumi posibile, avand
ca inspiratie filosofia lui Leibniz si interpretarea limbajului modal
de baza, Tn care {p Tnseamnad posibil ¢ si [Jp Tnseamna necesar ¢.
Tn conceptia lui Leibniz, necesitate nseamn3 adevir in toate lumile
posibile si posibilitate Tnseamna adevar intr-o lume posibila.
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Cadre si modele - limbajul modal de baza

Definitia 2.12

Un model pentru MLg este o pereche M = (F, V), unde
» F = (W, R) este un cadru pentru MLy,
» V : PROP — 2W este o functie numits evaluare.

Prin urmare, functia V asigneaza oricarei propozitii atomice
p € PROP submultimea V(p) a lui W. Informal, ne gandim la
V(p) ca la multime punctelor din modelul M in care p este
adevarata.
Se observa ca modelele pot fi de asemenea vazute ca structuri
relationale Tntr-un mod natural:

M= (W,R,{V(p) | p € PROP}).
Un model este o structura relationald care consta intr-un domeniu,
o relatie binard si relatiile unare V(p), p € PROP. Cadrul F si
modelul M sunt doua structuri relationale avand acelasi univers.
Totusi, asa cum vom vedea, modelele si cadrele sunt folosite Tn
moduri foarte diferite. 154

Cadre si modele - limbajul modal de baza

Definitia 2.13

Fie M = (W, R, V) un model si w o stare in M. Definim inductiv
notiunea

formula ¢ este satisfacutd (sau adevarata) in M in starea w,
notatie M, w I ¢

M,wlkp ddaci w e V(p), undep < PROP
M,wik L niciodatd
M,wl- ¢ ddacd nu este adevarat ca M,w |- ¢
M,wlk @ —1 ddaca M, wl- ¢ implica M,w |- ¢
M,w ik Oy ddacd existive W al Rwv si M,v I .
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Cadre si modele - limbajul modal de baza

Notatie
Dacd M nu satisface ¢ in w, scriem M, w | ¢ si spunem ca ¢
este falsa in M in starea w.
Rezultd din Definitia 2.13 c3 pentru orice model M = (W, R, V)
si pentru orice stare w € W,

> M,wlf L

> M,wlk—p ddacd M, w lff ¢.

Notatie
Extindem evaluarea V de la propozitii atomice la formule arbitrare
¢ al. V(p) este multimea tuturor stdrilor din M n care ¢ este

adevarata:
V(p) ={w [ M, wiF ¢}

Cadre si modele - limbajul modal de baza

Fie M , R, V) un model si w o stare in M.
Propozitia 2.15

Pentru orice n > 1 si orice formula y, definim

Q"o = 00... 0, O :=00...0¢.

n ori n ori

Atunci

M,wlF Q"o ddacd existiveV al R'wvsiM,viFop
M,wlkO" ddacd pentru orice v € V, R "wv implicd M, v Ik .

Dem.: Exercitiu.

Cadre si modele - limbajul modal de baza

Fie W, R, V) un model si w o stare in M.

Observatie
Pentru orice formule ¢, v,

M,wlF Vi ddacd M,wlk ¢ sau M, w -
M,wlFpAYp ddaca M,wlk ¢ si M,w -y

Propozitia 2.14

Pentru orice formula o,

M,w Oy ddaca pentru orice ve W, Rwv implica M, v I ¢.

Dem.: Exercitiu.

Cadre si modele - limbajul modal de baza

Fie (W, R, V) un model.
Definitia 2.16

» O formuld ¢ este global adevaratd sau simplu adevarata tn M
dacd M, w I ¢ pentru orice w € W. Notatie: M I+ ¢

» O formuld ¢ este satisfiabila in M daca existd o stare w € W
al M,wlk ¢.

Definitia 2.17
Fie ¥ o multime de formule.

» Y este adevarata in starea w n M daca M, w |- ¢ pentru
orice p € L. Notatie: M,w - X

» Y este global adevarata sau simplu adevarata in M daca
M, w I+ X pentru orice stare w din M. Notatie: M |- X

> > este satisfiabild Tn M dac3 existd o stare w € W a.l.
M,wl- L.
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Cadre si modele - limbajul modal de baza

Exemplul 2.18

Fie cadrul F = (W = {wy, wo, w3, wa, ws }, R), unde Rw;w;
ddack j = i+ 1:

o o o o
Lad Lad 7 Lad

w1 wWo w3 Wy Ws

Alegem o evaluare V astfel incat V(p) = {wo, w3},
V(q) = {w1, w2, ws, wa, ws } 5i V(r) =0.
Consideram modelul M = (F, V). Atunci

(i) M,wi IFO0p
(i) Mywy I O0p — p
(i) M,wo IFO(p A —r)
(iv) M,wi lE g A O(g A O(anO(gA0q)))
(v) MIF Og.

Dem.: Exercitiu.

Cadre si modele

.— ML(PROP, ) un limbaj modal, unde 7 = (O, p).
Definitia 2.19
Un cadru (frame) pentru ML este o pereche
F=(W,{Ra|Ac O}
astfel incat
> W este o multime nevida;
» pentru orice A € O, Rp este o relatie pe W de aritate
p(A) + 1.

Si in acest caz, cadrele sunt structuri relationale.

Notatii
e Scriem uneori si F = (W, Ra)aco-
e Dacid O are un numar finit de operatori A1,...,A,, scriem

F =(W,Ra,,Ra,s---,RA,).
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Cadre si modele - limbajul modal de baza

n cazul operatorilor modali {,d, nu verificam adevarul lui ¢ n
toate starile din W ci numai in acelea care sunt R-accesibile din
starea curenta.

Aceasta nu este o slabiciune a notiunii de satisfacere, ci,
dimpotriva, ne permite o foarte mare flexibilitate. Daca luam

R =W x W, atunci toate starile sunt accesibile din w, iar daca
ludm R = {(v,v) | v € W}, atunci w este singura stare accesibila
din w. Acestea sunt cazurile extreme, dar, evident, sunt multe
optiuni de explorat.

Putem sa ne punem urma3toarele intrebari naturale: ce se intampl3a
dacd impunem anumite conditii asupra lui R (de exemplu,
reflexivitate, simetrie, tranzitivitate, etc.), ce impact au aceste
conditii asupra necesitatii si posibilitatii, ce principii sau reguli sunt
justificate de aceste conditii?
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Cadre si modele

Notiunea
de baza.

Definitia 2.20

Un model pentru ML este o pereche M = (F, V), unde
F = (W,{Ra | A € O}) este un cadru pentru ML si
V : PROP — 2W este o evaluare.

Spunem cd modelul M = (F, V) este bazat pe cadrul F sau ca F
este cadrul suport al lui M.

Scriem si M = (W, {Ra | A € O}, V).

Elementele lui W se numesc stari sau lumi in F sau Tn M. Scriem
de multe ori w € F sau w € M.

odel se defineste exact ca in cazul limbajului modal
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Cadre si modele

(W, {Ra | A € O}, V) un model si w o stare in M.
Notiun
formul ste satisficutad (sau adevdratd) in M in starea w,

notatie M, w IF ¢
se defineste inductiv. Clauzele pentru propozitii atomice, 1, —, —
sunt la fel ca in cazul limbajului modal de baza.
Pentru operatori modali, avem doud cazuri:
» Daci A € O, cu m > 1, atunci

M,w ik A(pr...pm) ddacd existd vi,...,vm € W al. Rawvy ... vy
si M, v; I ¢; pentru orice i =1,....m
» Dacd p(A) =0, atunci
M,wlFA ddacd w e Ra.
Spre deosebire de alte modalitati, constantele modale nu aceseaza
alte stari. Semantica lor este similara cu cea a propozitiilor
atomice, doar ca relatiile unare folosite pentru a le interpreta nu
sunt date de evaluare, sunt parte a cadrului suport.

Cadre si modele - logica temporald

Reamint
unari F si

3 limbajul temporal de baza are doi operatori modali
Prin urmare, cadrele pentru acest limbaj sunt cadre

F = (T, R, Rp)

care sunt formate dintr-o mulfime nevida T si doua relatii binare
pe T: Rg (relatia in viitor) si Rp (relatia in trecut), folosite pentru
a interpreta F si P respectiv.

Totusi, avand in vedere interpretarea intentionata a celor doi
operatori, majoritatea acestor cadre sunt nepotrivite. Este clar ca
vrem sa folosim cadre in care Rp este inversa lui Rg, adica

pentru orice w,v € W, Rrvw ddaca Rpwv.
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Cadre si modele

Formulele (global) adevarate sau satisfiabile Tntr-un model sunt
definite exact ca Tn cazul limbajului modal de baza: o formula este
(global) adevaratd (resp. satisfiabild) intr-un model ddacd este
adevdrata n orice stare (resp. intr-o stare) a modelului.

Definim exact la fel multimile de formule adevarate intr-o stare,
(global) adevarate sau satisfiabile.

Ca mai Tnainte, extindem evaluarea V de la propozitii atomice la
formule arbitrare.
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Cadre si modele - logica temporald

Definitia 2.21

Un cadru bidirectional este un cadru F de forma F = (T,R,R™1),
unde R este o relatie binara. Un model bidirectional este un model
bazat pe un cadru bidirectional.

Vom interpreta limbajul temporal de baza numai in modele
bidirectionale. Asadar, daca M = (T,R, R~ V) este un model
bidirectional, atunci

M, tlF Fp ddacd existd se€ T ai. Rtssi M,slk ¢
M, tlF Py ddacs existise T af R 'tssi M,slk ¢
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Cadre si modele - logica temporald

v

Desigur, ce am impus aceasta restrictie, nu este necesar sa
mentiondm explicit R~!, deoarece este determinat de R. Prin
urmare, putem interpreta limbajul temporal de baza in modele
M = (T,R, V) bazate pe cadre F = (T, R), folosind clauzele:

M tl-Fp ddacd exista se€ T al. Rtssi M,s |k
M, tlF Py ddacd exista se T al. Rstsi M,slp

Am punctat astfel interactiunea fundamentala intre cele doua
modalitati. Desigur, pentru ca modelele noastre sa fie intr-adevar
temporale, trebuie ca R s3 aib3 si alte proprietdti (de exemplu,
tranzitivitatea, pentru a captura fluxul timpului).

Cadre si validitate

Validitatea intr-un cadru difera in mod esential de adevarul Tntr-un
model. S3a dam un exemplu simplu.

Dacd ¢ V 1 este adevdratd intr-un model M in w, atunci ¢ este
adevadratd in M in w sau v este adevaratd in M in w (conform
definitiei satisfactiei).

Pe de alta parte, dacad ¢ V 9 este valida intr-un cadru F in w, nu
rezultd cd ¢ este valida in F Tn w sau 1 este valida in F in w

(p V —p este un contraexemplu).
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Cadre si validitate

Validitate
modala.

Definitia 2.22
Fie F un cadru pentru ML si ¢ o formula.

r-un cadru este unul din conceptele cheie in logica

» o este valida intr-o stare w din F daca o este adevarata in w
in orice model M = (F, V) bazat pe F.

» o este valida in F daca este valida in orice stare w din F.
Notatie: F IF ¢

Asadar, o formula este valida Tntr-un cadru daca este adevarata in
orice stare din orice model bazat pe cadru.

Cadre si validitate

Definitia 2.23

Fie M o clasd de modele pentru ML, F o clasd de cadre pentru ML
si ¢ o formula. Spunem c3

P> o este adevarata in M daca este adevarata in orice model din
M. Notatie: M I ¢

» o este valida in F daca este valida in orice cadru din F.
Notatie: F I ¢

Definitia 2.24

Multimea tuturor formulelor din ML care sunt valide intr-o clasa de
cadre F se numeste logica lui F si se noteaza Ag.
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Cadre si validitate

Exemplul 2.25

Consideram limbajul modal de baza MLy. Formulele
OlpVg) = (OpVOq) siO(p— q) — (Op — Og) sunt valide in
clasa tuturor cadrelor pentru MLg.

Dem.: Fie 7 = (W, R) un cadru arbitrar, w o stare din F si
M = (F, V) un model bazat pe F. Trebuie s3 ardtdm c3

M,w ik O(pV q) = (OpV Oq).

Presupunem cd M, w IF O(p Vv q). Atunci existd v € W astfel
ncat Rwv si M, v IF pV q. Avem doud cazuri:
> M,v Ik p. Atunci M, w Ik Op, deci M, w IF Op V Oq.
> M,v I q. Atunci M, w I {q, deci M, w - OpV Qq.
Lasam ca exercitiu demonstratia faptului ca
O(p — q) — (Op — Oq) este valida in clasa tuturor cadrelor. [

Cadre si validitate

Definitia 2.27

Spunem c3 un cadru F = (W, R) pentru MLy este tranzitiv dacd
R este tranzitiva.

Exemplul 2.28

Formula O0Op — Op din MLy este valida in clasa tuturor
cadrelor tranzitive pentru MLy.

Dem.: Fie 7 = (W, R) un cadru tranzitiv, w o stare din F si

M = (F, V) un model bazat pe F. Presupunem c3d M, w |- OOp.
Atunci exista u,v € W a.l Rwu, Ruv si M, v I p. Deoarece R este
tranzitiva, rezulta ca Rwv si M, v IF p. Deci, M, w IF {p. ]
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Cadre si validitate

Exemplul 2.26

Formula O0Op — Op din MLy nu este valida in clasa tuturor
cadrelor pentru MLg.

Dem.: Trebuie s3 gdsim un cadru F = (W, R), o stare w si un
model M = (F, V) ai

M, wlf GOp — Op.
Considerdm urmatorul cadru: F = (W, R), unde
W =1{0,1,2}, R=1{(0,1),(1,2)}

si ludm o evaluare V a.t V(p) = {2}. Atunci M,0IF OOp,
deoarece R?02 si M, 2 IF p. Dar M, 0 |} Op, deoarece singurul
punct R-accesibil din 0 este 1 si M, 1 If p. O
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Consecinte modale

nu am spus nimic despre consecinta logica pentru
limbaje mod@te. Ce Tnseamna c3 o formul3d este consecinta logica a
unei multimi de formule?

Introducem doua familii de relatii de consecinta: locala si globala.
Ambele sunt definite semantic, Tn termeni de clase de structuri.
Ideile de baza sunt:

» o relatie de consecin{a semantica are loc daca adevarul
premizelor garanteaza adevarul concluziei;

» inferentele depind de clasele de structuri cu care lucram (de
exemplu, inferentele pentru cadrele tranzitive trebuie sa fie
diferite de cele pentru cadrele intranzitive).

Prin urmare, definitia consecintei trebuie sa se refere la o clasa de
structuri.
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Consecinte modale Consecinte modale

n limbaj modal si S o clasad de structuri (cadre sau
modele tru ML.
Dac3d S esté¥lasa de modele, atunci un model din S este pur si

simplu un element M al lui S. Dac3d S este clasa de cadre, atunci Observatie
un model din S este un model bazat pe un cadru din S. {4} IFs ¢ ddacs S I ¥ — .
Definitia 2.29 (Consecinta semantica locald)

Exemplu

Fie ¥ o multime de formule si ¢ o formuld. Spunem c3d ¢ este
consecinta semanticd locala a lui X peste S daca pentru orice
model M din S si orice punct w din M,

Fie MLy limbajul modal de baz3 si Tran clasa cadrelor tranzitive.
Atunci
{<><>P} ||_Tran <>P-

Dar Op NU este o consecintd semantica locald a lui OQOQp peste
Notatie: X IFg ¢ clasa tuturor cadrelor.

M,wlFX  implica M,wlk ¢.

Asadar, daca X este adevaratd ntr-un punct al modelului, atunci ¢
trebuie sa fie adevarata Tn acelasi punct. De aici vine denumirea de
locala.

Consecinte modale Consecinte modale

Relatiile de consecinta semantic3 local3 si globala sunt diferite.
Exemplu
altd notiune de consecintd semantica. Fie MLy limbajul modal de baza si F clasa tuturor cadrelor. Atunci
Definitia 2.30 (Consecinta semanticd global3) » [p nu este consecinta semantica local3 peste F a lui p.
Fie ¥ o multime de formule si ¢ o formuls. Spunem c& o este > {p} IF§ Op.
consecinta semanticd globala a lui * peste S dacd pentru orice Dem.:
structurd § din S, » Fie M =(W,R,V), unde W = {wy,wo},R =W x W,

V(p) = {w1}, V(q) arbitrar pentru q # p. Atunci M, w; IF p,
dar M, wy ¥ Op, deoarece Rwyws si M, wy Iff p.

» Fie F = (W, R) un cadru a.i. F I p. Trebuie s3 ardtam c3
F IFOp, adica: pentru orice model M bazat pe F si pentru

Aici, in functie de S, I Tnseamn3 validitate Tntr-un cadru sau orice stare w din M,

adevar global intr-un model.

SIFX  implica Sk .

Notatie: ¥ IF§ ¢

pentru orice v € V, Rwv implica M, v I p.

Fie v € W a.l. Rwv. Deoarece F IF p, avem ca M I+ p, deci
M, v I+ p. O
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SINTAXA

Logici modale normale

Definitia 2.31 (continuare)

» A este inchisa la urmatoarele reguli de deductie:
» modus ponens (MP):
@, o=
v
Prin urmare, dacd p € Asi ¢ — ¢ € A, atunci ¢ € A.
» substitutia uniforma:

bt unde 0 este o instantd de substitutie a lui ¢

Prin urmare, dacd ¢ € A, atunci 6§ € A.

» generalizarea:
4

O
Prin urmare, dacd ¢ € A, atunci Oy € A.
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Logici modale normale

ajul modal de baza.
Definitia 2.31

O logica modald normald este o multime \ de formule din ML
care are urmdatoarele proprietati:

» A contine urmatoarele axiome:

(Taut) toate tautologiile propozitionale,
(K)  B(p—q) — (Op— Oa),
(Dual) Op < —O-p,

unde p, g sunt propozitii atomice ale lui MLg.
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Logici modale normale

ica modala normala.
Lema 2.32

N\ contine, pentru orice formule ¢, ),

(K')  Ole— ) — (Op — Oy),

(Dua/') <>g0 — —|D—I(p.
Dem.: Fie p, g propozitii atomice. Aplicand (K) si (Dual)
obtinem c3d O(p — q) — (Op — Oq) € Asi Op +» -O-p € A.
Folosind acum substitutia uniforma: p — ¢, g — v, rezultd ca
(K") € Asi (Dual’) € A. O

Vom scrie (K) in loc de (K') si (Dual) in loc de (Dual’).
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Logici modale normale - tautologii

(A1) o= (¥ =)
(A2) (¢ = (W = X)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
(A3) (=Y = =) = (¢ = ).

Propozitia 2.33

Orice tautologie propozitionala este valida in clasa tuturor cadrelor
pentru MLg.

Observatie

Tautologiile pot contine si modalitati. De exemplu, ¢V =01 este
tautologie, deoarece are aceeasi forma cu ¢ V .

Logici modale normale - axioma (Dual)

Axioma (Dual) reflectd dualitatea intre ¢ si [J. Este necesara
pentru cd Tn MLy operatorul modal primitiv este ¢ si [ este
derivat. Prin urmare, axioma (K) este, in realitate, o abreviere
pentru

=0=(p = ¥) = (=0 = ~0—).

Daca am fi considerat [ ca operator primitiv si am fi definit
O = —O=¢, atunci nu era nevoie s3 adaugam (Dual).

Propozitia 2.35

(Dual) este validd in clasa tuturor cadrelor pentru MLy.

Dem.: Exercitiu.
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Logici modale normale - axioma (K)

Axioma (K) se mai numeste si axioma distributiei si este
importantd pentru c3 ne permite s3 transformam (¢ — ) intr-o
implicatie Cy — i), putand astfel s3 folosim gandirea
propozitionala. De exemplu, presupunem ca vrem s3 demonstram
v si avem deja o demonstratie care contine atat ((¢ — 1)) cat
si 0. Atunci aplicand (K) si modus ponens, obtinem Oy — .
Aplicand din nou modus ponens, rezulta [i).

Conform Exemplului 2.25,
Propozitia 2.34

(K) este valida in clasa tuturor cadrelor pentru MLg.
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Logici modale normale - modus ponens

Propozitia 2.36

» modus ponens pastreaza satisfiabilitatea: pentru orice model
M si stare w € M,

daca M,wl- @ — 1 si M,w Ik ¢, atunci M, w I+ 1.

» modus ponens pastreaza adevarul global: pentru orice model
M!

daca M IF o — ¢ si M IF ¢, atunci M I+ .
» modus ponens pastreaza validitatea: pentru orice cadru F,

daca F Ik o = ¢ si F Ik @, atunci F I 1.

Dem.: Exercitiu usor.
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Logici modale normale - substitutia uniforma

Propozitia 2.37

Substitutia uniforma pastreaza validitatea: pentru orice cadru F,
daca 6 este o instanta de substitutie a lui @, atunci

Flke implica FIF6.
Dem.: Exercitiu.

Observatie

Substitutia uniforma NU pastreaza satisfiabilitatea sau adevarul
global.

Dem.: De exemplu, 6 := g se obtine prin substitutie uniforma din
@ = p, dar din faptul ca p este global adevarata intr-un model M
nu rezulta ca q este global adevarata in M.

Logici modale normale

Teorema 2.39

Pentru orice clasa F de cadre, logica Ag a lui F este o logica
modala normala.

Dem.: Se obtine imediat din rezultatele anterioare.

Lema 2.40

» Colectia tuturor formulelor este o logica modald normala,
numitd logica inconsistenta.

» Dacd {A; | i € |} este o colectie de logici modale normale,

atunci (;c, \i este o logica modald normala.

Definitia 2.41

K este intersectia tuturor logicilor modale normale.
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Logici modale normale - generalizarea

rea "modalizeazd" formulele, adaugandu-le [J in fata.
(K) ne permite s3 aplicdm rationamente clasice n
, generalizarea creaza noi contexte modale Tn care sa

Daca ax
context mo
lucram.
Propozitia 2.38
» Generalizarea pastreaza adevarul global: pentru orice model
M!
Mk

» Generalizarea pastreaza validitatea: pentru orice cadru F,

implica M |- Oep.

FlF¢ implica F IF Q.
Dem.: Exercitiu.

Observatie
Generalizarea NU p3astreaza satisfiabilitatea.

Logica K

Definitia 2.42

O K-demonstratie este o secventa de formule 04, ..., 0, a.l.
pentru fiecare i € {1,...,n}, una din urmatoarele conditii este
satisfacuta:

» 0; este axiomd (adica tautologie, (K) sau (Dual));
» 0O; se obtine din formule anterioare aplicand urmatoarele reguli

de deductie: modus ponens, substitutia uniforma sau
generalizarea.

Definitia 2.43

Fie ¢ o formula. O K-demonstratie a lui ¢ este o K-demonstratie
01, ..., 0, ai 0,=.

Daca ¢ are o K-demonstratie, spunem ca  este K-demonstrabila
si scriem g .
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Logica K

Exemplul 2.44

Pentru orice p,q € PROP, Fx Op AOg — O(p A q).
Dem.: ntam urmatoarea K-demonstratie:

1) Fep=(g—(pNg) tautologie

(2) FkO(p—(g—(pNq))) generalizare: (1)
(3) FkO(p—q)— (Op — Og) axioma (K)
(4) FxB(p— (9= (pPAq)))— (Bp—DO(g—(pAq)))
substitutie uniforma: (3), g — (¢ = (p A q))
(5) FkBp—D0(g— (pAa)) MP: (2), (4)
(6) FkO(g—(pAq)— (Og—O(pAaq))
substitutie uniforma: (3), p— q,qg— (p A q)
(7) Fx Op— (Og—DO(pAq))
logicd propozitionald: (5),(6) si MP,
(¢ = ¢) = ((¥ = x) = (¢ = x)) tautologie
(8) Fk OpADOg—DO(pAq)
logicd propozitionald: (7) si MP,
(¢ = (¥ = x)) < ((p A1) — x) tautologie. O

Logica KI'

Lemei 2.40, pentru orice mulfime de formule I, exista cea
ica modala normala care contine I'.

Definitia 2.46

KT este cea mai mic3 logici modald normald care contine I'.
Spunem c3 KI este generatd de I sau ca este axiomatizata de I'.

Definitia 2.47

O KT -demonstratie este o secventa de formule 01, ...,0, a.l.
pentru fiecare i € {1,...,n}, una din urmatoarele conditii este
satisfacuta:

» 0; este axiomd (adica tautologie, (K) sau (Dual));
> (9,' erl;
» 0; se obtine din formule anterioare aplicand urmatoarele reguli

de deductie: modus ponens, substitutia uniforma sau
generalizarea.

Logica K

Teorema 2.45

K={¢|Fk ¢}

Logica K este foarte slaba. Daca suntem interesati de cadre
tranzitive, am dori sa avem un sistem de demonstratie care reflectd
acest lucru. De exemplu, stim ca OOp — Op este valida n clasa
tuturor cadrelor tranzitive, prin urmare, ar fi de dorit un sistem de
demonstratie care genereaza aceasta formula.

K nu poate face asta, deoarece OOp — Op nu este valida in clasa
tuturor cadrelor.

Ideea este de a extinde K cu axiome aditionale.
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Logica KI'

Definitia 2.48

Fie ¢ o formula. O Kl -demonstratie a lui ¢ este o
KT -demonstratie 01, ...,0, a.i. 0, = .

Daca ¢ are o KI'-demonstratie, spunem ca ¢ este
KT -demonstrabila si scriem Fkr .

Teorema 2.49

Kl = {¢ | Fkr ¢}

Exemplu

De exemplu, daca extindem K adaugand O0Op — Op ca axioma,
obtinem logica K4.
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Logici modale normale Logici modale normale

inuare, in limbajul de bazd MLy := ML(PROP, 1),
ROP este numarabild. Fie A o logica modala normala.

Definitia 2.50 Definitia 2.51
Daca ¢ € N\, spunem si ca ¢ este N-teorema sau teorema a lui \ si Fie ¢1,...,vn, ¢ formule in MLo. Spunem cd ¢ este deductibild in
scriem p . Dacd ¢ & N, scriem t/p . logica propozitionala din asumptiile ¥y, . ..,%, dacd

Cu aceste notatii, conditiile din definitia unei logici normale se (V1A Atbn) = ¢ este tautologie.

scriu astfel:
Pentru orice formule ¢, ), 6, au loc urm3toarele: Propozitia 2.52
(i) Daca ¢ este tautologie, atunci Fp . N\ este inchisa la deductia propozitionald: daca p este deductibila
(i) Fa (K) si Fa (Dual). Tn logica propozitionald din asumptiile y1, . .. ,vn, atunci
(i) Dacd Fp ¢ si Fa @ — 1), atunci Fp 9. FA VLAY implica .
(iv) Dac;’ Fa ¢ si 0 este instanta de substitutie a lui ¢, atunci Dem.: Exercitiu.
Fa 6.

(v) Daca Fp ¢, atunci Fp O
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Logici modale normale Logici modale normale

Observatie

Urmatoarele sunt echivalente:

(i) THa e

Definitia 2.53 (ii) existd formule ¥1,...,¢, € ['(n>0) a.l
Fie T U{¢} o multime de formule in MLy. Spunem c3a ¢ este Fa 1 = (Vo = ... = (Vn — ).
deductibila in A\ din T sau ca o este N-deductibild din T daca exista Dem.: (i) = (ii)
formule i1, ..., €T (n>0) a.l. (1) Fa(@iA. AY) =@ (i)

Fa (V1A AYs) — . (2) Fa (WA AYn) = 0) = (V1= (W2 = ... = (Yo = 9)))
(In cazul n = 0, aceasta inseamnd c& Fp ). tautologie
Notatie: T b . (3) Favr—=(2—=... = Wn—=9) (MP):(1).(2).
Scriem T I/p ¢ dac¥ ¢ nu este A-deductibil din I (i) = (i)

(1) Favr = W2 = ... = (Y= ) (i)
(2) I—/\(wl—>(¢2—>...—>(1/)n—>g0)))—>((1/)1/\.../\1pn)—>g0)

tautologie
(3) Fa(@A...AYn) =@ (MP):(1),(2). O
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Logici modale normale

Propozitia 2.54 (Proprietdti imediate)
Fie o o formuld si ', A multimi de formule.
(i) O Fp @ ddacd b .
(ii) Fa @ implica T Fp .
(i) p € T implicd T Fp .
(iv) DacaT Fp @ siT C A, atunci A p p.
(v) T Fa ¢ ddacad existd o submultime finiti ¥ a lui T a.l. ¥ Fp .

Dem.: Exercitiu usor.

Multimi consistente

Definitia 2.57

O multime de formule T se numeste \-consistenta daca T t/p L.
Daca I' nu este N-consistentd, spunem ca I este \-inconsistenta.
O formuld ¢ este N-consistentd dacd {p} este; altfel se numeste
A-inconsistenta.

Observatie
Fie ', A multimi de formule a.i. I C A.
(i) Dacd A este A-consistentd, atunci si [ este A-consistenta.

(ii) Dacd I este A-inconsistentd, atunci si A este A-inconsistents.
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Logici modale normale

Propozitia 2.55

(i) Dacd T t=p ¢ si v este deductibild in logica propozitionald din
@, atunci I Fp 1.

(if) Daca T Fpp sil p @ — 1), atunci T Fp 1.
(iii) Dacd T p ¢ si{p} Fa 1, atunci T p 4.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.56 (Teorema deductiei)

Pentru orice multime de formule I si orice formule ¢, 1),

FFap— ¥ ddacs TU{p}ka .

Dem.: Exercitiu.
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Logici modale normale

Propozitia 2.58
Pentru o multime de formule I sunt echivalente:
(i) T este A-inconsistent3.
(ii) Existd o formuldp a.i T hHpv sil o —p.
(i) T Fa @ pentru orice formuld .
Dem.: Exercitiu.
Propozitia 2.59
(i) TEA ¢ <= T U{~p} este A-inconsistenta.
(if) T Epn —p <= T U{p} este A-inconsistenta.
Dem.: Exercitiu.
Propozitia 2.60

I este N-consistenta ddaca orice submultime finitd a lui T este
N-consistenta.
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Logici modale normale Logici modale normale - corectitudine

Fie asa de structuri (cadre sau modele) pentru MLg.
Notatie:

A . N . ) NAs := {p | S IF ¢ pentru orice structurd S din S}.
In continuare, cand A este clard din context, spunem simplu

“teoreme”, “deductibild”, “consistenta” sau “inconsistentd” si Definitia 2.61
scriem o, T+ o, ... O . . o .
7 4 O logica normald N\ este corectd (sound) cu privire la S daca
AN CAs.

De asemenea, vom spune “logica normala” in loc de “logica

w v v « v . v

modald normald”. Asadar, A este corectd cu privire la S ddaca pentru orice formuld ¢
si pentru orice structurd S din S,

Fan o implica S IF .

Daca A este corecta cu privire la S, spunem si ca S este o clasa de
cadre (sau modele ) pentru A.

Teorema de corectitudine pentru K Logici modale normale - completitudine

lasd de structuri (cadre sau modele) pentru MLy.

Definitia 2.63
O logicd normald N\ este
» tare completd (strongly complete) cu privire la S dacd pentru

Teorema 2.62 (Teorema de corectitudine pentru K) orice multime de formule T U {¢},

K este corectad cu privire la clasa tuturor cadrelor. Fs ¢ implica T'Fa ¢.
» (slab) completad (weakly complete) cu privire la S dacd pentru

Dem.: Aplicam Teorema 2.39 si faptul cd K este cea mai mica orice formuls o
logica normala. 0. SIke implicd Fp .

N este tare (slab) completd cu privire la o singurd structurd S daca
este tare (slab) completa cu privire la clasa S := {S}.

w1 oA wn

Scriem, de obicei, “completa” in loc de “slab completa”.
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Logici modale normale - completitudine

completitudinea este un caz particular al completitudinii
tari, Tn I = 0. Prin urmare, completitudinea tare cu privire la
o clas3d de re implica completitudinea cu privire la acea clasa.

Reciproca nu este adevarata.

Observatie
N\ este completa cu privire la S ddaca Ag C A.

Asadar, dacd demonstram c3 o logicd normald A (specificata
sintactic) este atat corectd cat si completd cu privire la o clas3 de
cadre S, obtinem o potrivire perfecta intre perspectiva sintactica si
cea semantica: A = Ag.

Fiind dat3 o logicd normald Ag (specificata semantic), o problema
foarte importanta este gasirea unei multimi cat mai simple de
formule I astfel incit Ag este logica generatd de ' (spunem si ca I’
axiomatizeazd Ag).

Logici modale normale - completitudine

(il) = (/) U {p} o multime de formule a.i. T IFs . Se
observa imediat cd ' U {—p} nu este satisfiabild in niciun model
din S (pentru orice model M din S si orice stare w din M, dacd
M, w T, atunci M, w I ¢, deci M, w | —~¢). Rezulta din (ii)
cd U {—p} este A-inconsistentd. Aplicim Propozitia 2.59 pentru
a conclude ca I -x . O

Corolar 2.65

N\ este slab completd cu privire la S ddacd orice formuld
N-consistentd este satisfiabild intr-un model M din S.

Dem.: Exercitiu.
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Logici modale normale - completitudine

o de structuri pentru MLy si A o logica normala.
Propozitia 2.64

Urm3&toarele afirmatii sunt echivalente:
(i) N este tare completa cu privire la S.
(ii) Orice multime de formule N-consistentad este satisfiabild
intr-un model M din S.

Dem.: (i)=(ii) Fie I o multime A-consistentd. Presupunem ca '
nu este satisfiabild Tntr-un model M din S, deci nu exist3 un
model M din S si o stare w € M, al. M,w - T. Atunci I IFg L.
Deoarece A este tare completd cu privire la S, rezultd ca ' Fp L.
Am obtinut ca ' este A-inconsistentd, o contradictie.
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Logici modale normale - completitudine

zitiei 2.64 este: teoremele de completitudine sunt
teoreme de existenta de modele. Demonstram completitudinea tare
a unei logici normale A cu privire la o clasa de structuri aratand ca
orice multime de formule A-consistenta are un model Tn acea clasa.
Prin urmare, intrebarea fundamental3 este:

cum construim modelele potrivite?
In continuare dam un r3spuns la aceasta intrebare:

construim modele folosind multimi maximal consistente, mai precis
modele canonice.
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Modele canonice

normala.

Definitia 2.66

O multime de formule I se numeste maximal N\-consistenta daca '
este \-consistentd si pentru orice multime de formule A,

dacd I C A si A este N-consistenta, atunci A =1T.
Notatie:

Scriem A-MCS Tn loc de “maximal A-consistenta”. Cand A este
clara din context, scriem simplu MCS.

Modele canonice

Propozitia 2.69 (Lema lui Lindenbaum)

Daca I este o multime de formule N-consistenta, atunci existd o
A-MCS T+t astfel incat T C T,

Dem.: Fie g, ¥1,...,%n,... 0 enumerare a formulelor lui MLy.
Definim inductiv urmatorul sir de multimi:

o = T,
r B FaU{pn}t dacd [, U{p,} este consistentd
(AR () altfel
Prin constructie,  =To C 1 C...I, C...si, pentru orice
n e N, I, este consistentd. Fie
T = ) e

n>0
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Modele canonice

Propozitia 2.67

Fie I' o multime N-consistenta. Urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) T este A-MCS.

(ii) Pentru orice formuld ¢, dacd T U {p} este A-consistents,
atunci o €T.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.68

Multime Form(MLgy) a formulelor lui MLy este num3rabila.
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Modele canonice

[t este consistent3.

Demonstratia afirmatiei Presupunem c3 '™ nu este consistents.
Conform Propozitiei 2.60, '™ are o submultime finit3 inconsistent3
A = {¢1,1¢2,...,0}. Pentruorice i =1,..., k exista N; € N all.
i € Ty,. Fie N := max{Ny, No, ..., Nc}. Atunci A C Ty, prin
urmare [ este inconsistenta. Am obtinut o contradictie.
Afirmatia 2: " este MCS.

Demonstratia afirmatiei Fie v o formuld al. '™ U {1y} este
consistentd. Fie r cel mai mic indice cu ¢, = . Atunci [, U {9}
este consistentd, deoarece [, U{v} =T, U{p,} CTTU{p,} =
=TT U{¢}. Prin urmare, I',41 =T, U {¢}. Rezults c3

Yvel ;1 C r+. L]
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Modele canonice

Propozitia 2.70
Fie T o A-MCS.

(i) T este inchisd la modus ponens: dacd v, — ¢ €T, atunci
perl.

(i) NCT.
(i) Pentru orice formuld ¢, exact una din urmatoarele are loc:
@ €T sau —p €T (echivalent, p € I ddacd - & T).
(iv) Pentru orice formuld o,
pel ddacal Fp .
(v) Pentru orice formule ¢, 1,
o — 1 el ddaca (p €T implicap €T).

Dem.: Exercitiu.

Modele canonice

Fie A ica normala.

Definitia 2.71

Modelul canonic al lui N este tripletul M = (WM, RN, VM), unde
» WA este multimea tuturor N-MCS;

» RN este relatia binar§ pe W/ definits astfel: pentru orice
w,v € W", RNwv ddacs pentru orice formuld ,

w € v implicd Qp € w.
RN se numeste relatia canonics.

> VA este evaluarea definit astfel:
VA(p) = {we Wh|pew}

VN se numeste evaluarea canonicd.

Perechea FN = (WA, RA) se numeste cadrul canonic pentru A.
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Modele canonice

Suntem acum pregatiti sa construim modele cu ajutorul MCS si, n
particular, sa definim modelul special numit model canonic. Cu
ajutorul acestor structuri, vom demonstra Teorema Modelului
Canonic, un rezultat esential pentru a obtine completitudinea
logicilor normale.

Intr-o form3 sau alta, un astfel de rezultat sta la baza majoritatii
rezultatelor de completitudine modala.
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Modele canonice - Lema adevarului

Propozitia 2.72 (Lema existentei)

Fie w € WM. Dacj @ este o formula care satisface (i € w, atunci
exists o stare v € WM af. RMwv sip € v.

Conform definitiei modelului canonic, pentru orice propozitie
atomic3 p, avem c3 p este adevirat3 intr-un punct w din MA
ddaca p € w. Lema adevarului extinde aceasta ecuatie
“adevar=apartenenta” la formule arbitrare.

Propozitia 2.73 (Lema adevarului)

Fie w € W Pentru orice formuls o,

MM wik¢ ddacs ¢ € w.

Dem.: Prin inductie dupa .
» o =pc PROP. Atunci MM, w IF p ddacd w € V/(p) ddac3
(p e W- 200



Modele canonice - Lema adevarului

» ¢ = L. Evident, deoarece MM, w lff L si L & w.

> = ). Obtinem c& M, w IF —) ddacd MM, w Iff ¢ ddac3
Y € w (din ipoteza de inductie pentru ¢)) ddacd —) € w
(conform Propozitiei 2.70.(iii)).

> ¢ =1 — x. Obtinem cd MM w I- ¢ — x ddaci
(MM, w ik o implicd MM, w I x) ddaci (¢ € w implics
x € w) (din ipoteza de inductie pentru 1,x) ddaci
1 — x € w (conform Propozitiei 2.70.(iv)).

Modele canonice - Teorema modelului canonic

Teorema 2.74 (Teorema modelului canonic - versiunea 1)

Orice multime N-consistentd este satisfiabila Tn modelul canonic
MM al lui A,

Dem.: Fie [ o multime A-consistentd. Conform Lemei lui
Lindenbaum, existi w € WA a3, T C w. Din Lema adevirului
rezult3 c3 pentru orice ¢ € I avem ¢ MM, w IF ¢. Asadar,

MM wIFT. O

Aplicand Propozitia 2.64, rezulta

Teorema 2.75 (Teorema modelului canonic - versiunea 2)
Orice logicd normald N\ este tare completd cu privire la modelul sau
canonic MM,

Rezultatele de mai sus sunt stau la baza obtinerii de teoreme de

completitudine pentru diverse logici normale cu privire la diverse
clase de cadre. s

Modele canonice - Lema adevarului

> o =01
= Presupunem cd MM, w I- O1p. Aplicand definitia
satisfacerii si ipoteza de inductie pentru ), rezulta ca

existi v e WM ai RMwvsiy ev.

Conform definitiei lui RN, rezulty c3 O € w.
< Presupunem ca ¢ € w. Aplicand Lema existentei, rezultd
c3 existd v € WM af. RMwv si ¢ € v. Conform ipotezei de
inductie pentru 1, obtinem c3 existd v € WM ai. RMwv si
MM v IF 4. Prin urmare, MM, w I Qo O

Teorema de completitudine pentru K

Teorema 2.76

K este tare completa cu privire la clasa tuturor cadrelor pentru
MLy.

Dem.: Aplicam Propozitia 2.64. Fie [ o multime K-consistenta de
formule. Trebuie sa gasim un model M n care ' este satisfiabila.

Conform Teoremei 2.74, putem lua M := MK, modelul canonic al
lui K. L]

Teorema 2.77

K este corectd si completd cu privire la clasa tuturor cadrelor
pentru MLg.

Dem.: Aplicam teorema precedenta si Teorema 2.62. 1.



Logica K4

Fie
(4) OOp— Op.
Vom folosi notatia K4 pentru logica modala normalad generata de

(4). Prin urmare, K4 este cea mai mica logica modald normal3
care contine (4).

Modelul canonic al logicii K4 este MK4 = (WK4 RK4 yK4) g
cadrul canonic este FK4 = (WK4 RK4),

Din Teorema 2.74 rezult3a

Propozitia 2.78

Orice multime K4-consistenta este satisfiabild in modelul canonic

MKE,

Logica K4

Teorema 2.80

K4 este tare completd cu privire la Tran, clasa tuturor cadrelor
tranzitive pentru MLy.

Dem.: Aplicam Propozitia 2.64. Fie [ o multime K4-consistenta
de formule. Conform Teoremei 2.74, I este satisfiabild T MK4.
Aplicand Propozitia 2.79, obtinem ci FK4 € Tran. []

Teorema 2.81

K4 = /\Tran-

Dem.: "C" Din Teorema 2.39 si Exemplul 2.28 obtinem ca A,
este o logicd normal3 care contine (4). Prin urmare, K4 C A7,

" D" Rezulta imediat din Teorema 2.80 ca K4 este completa cu
privire la Tran. Deci, K4 D A1.,p,. []

Prin urmare, K4 este corectd si completa privire la Tran.

Logica K4

Propozitia 2.79
Cadrul canonic FX* = (WX4 RX4) este tranzitiv.
Dem.: Fie W, v,u € WK% a7 RK%wv si RK%vu. Trebuie s3 aritim
cd R¥%wu, adics
pentru orice formuld ¢, ¢ € u implica Q¢ € w.

Fie ¢ € u o formul3. Deoarece RX4 vy, rezultd c3 Qp € v.
Deoarece R¥4wv, rezulty c3 OOp € w. Cum w este o K4-MCS,
avem, conform Propozitiei 2.70.(ii), cd K4 C w. Tn particular,
O0p — O € w. Aplicdm acum modus ponens

(Propozitia 2.70.(i)) pentru a conclude ca Q¢ € w. .

Observatie

Putem obtine, adaptand demonstratia de mai sus, un rezultat mai
general, si anume: cadrul canonic al oricarei logici normale care
contine (4) este tranzitiv.

Logica T

(T) p—Op.
Vom folosi notatia T pentru logicd normald generat3d de (T).

Definitia 2.82
Spunem cd un cadru F = (W, R) pentru MLy este reflexiv dacd R
este reflexiva.

Propozitia 2.83

(T) este valida in clasa tuturor cadrelor reflexive.

Dem.: Fie 7 = (W, R) un cadru reflexiv, w o stare din F si

M = (F, V) un model bazat pe F. Presupunem c3d M, w I+ p.
Deoarece R este reflexiva, rezulta ca Rww si M, w I p. Deci,

M, w I Op. O



Logica T

Modelul canonic al logicii T este MT = (WT,RT, VT) si cadrul
canonic este T = (WT RT).
Din Teorema 2.74 rezult3

Propozitia 2.84

Orice multime T-consistentd este satisfiabild in modelul canonic

MT.

Logica T

Teorema 2.86
T este tare completd cu privire la clasa tuturor cadrelor reflexive
pentru MLg.

Dem.: Aplicam Propozitia 2.64. Fie ' o multime T-consistenta de
formule. Conform Teoremei 2.74, T este satisfiabild tn MT.
Aplicam acum Propozitia 2.85. O

Teorema 2.87
T este corectd si completd privire la clasa tuturor cadrelor reflexive
pentru MLy.

Dem.: Aplicam teorema precedentd si Propozitia 2.83.

Logica T

Propozitia 2.85

Cadrul canonic FT = (WT,RT) este reflexiv.

Dem.: Fie w € WT. Trebuie s aritim c§ RTww, adici
pentru orice formuld ¢, ¢ € w implica Q¢ € w.

Fie ¢ € w o formuld. Deoarece w este o T-MCS, avem, conform
Propozitiei 2.70.(ii), cd T C w. In particular ¢ — Op € w.
Aplicdm acum modus ponens (Propozitia 2.70.(i)) pentru a

conclude ca Qp € w. .
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