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Logică avansată pentru informatică

Seminar 2

(S2.1) Să se arate că pentru orice formule ϕ, ψ şi orice variabilă x /∈ FV (ϕ),

∀x(ϕ ∧ ψ) �� ϕ ∧ ∀xψ (1)

∃x(ϕ ∨ ψ) �� ϕ ∨ ∃xψ. (2)

ϕ �� ∃xϕ (3)

∀x(ϕ→ ψ) �� ϕ→ ∀xψ (4)

∃x(ψ → ϕ) �� ∀xψ → ϕ. (5)

Demonstraţie: Fie A o L-structură şi e : V → A.

Demonstrăm (1):

A � (∀x(ϕ ∧ ψ))[e] ⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A � (ϕ ∧ ψ)[ex←a]
⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A � ϕ[ex←a] şi A � ψ[ex←a]
⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A � ϕ[e] şi A � ψ[ex←a] (aplicând P. 1.26)
⇐⇒ A � ϕ[e] şi pentru orice a ∈ A, A � ψ[ex←a]
⇐⇒ A � ϕ[e] şi A � ∀xψ[e] ⇐⇒ A � (ϕ ∧ ∀xψ)[e].

Demonstrăm (2):

A � (∃x(ϕ ∨ ψ))[e] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � (ϕ ∨ ψ)[ex←a]
⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � ϕ[ex←a] sau A � ψ[ex←a]
⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � ϕ[e] sau A � ψ[ex←a] (aplicând P. 1.26)
⇐⇒ A � ϕ[e] sau există a ∈ A a.̂ı. A � ψ[ex←a]
⇐⇒ A � ϕ[e] sau A � ∃xψ[e]
⇐⇒ A � (ϕ ∨ ∃xψ)[e].

Demonstrăm (3):

A � ∃xϕ[e] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � ϕ[ex←a]
⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � ϕ[e] (aplicând P.1.26)
⇐⇒ A � ϕ[e].

Demonstrăm (4):
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A � (∀x(ϕ→ ψ))[e] ⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A � (ϕ→ ψ)[ex←a]
⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A 6� ϕ[ex←a] sau A � ψ[ex←a]
⇐⇒ pentru orice a ∈ A, A 6� ϕ[e] sau A � ψ[ex←a] (aplicând P.1.26)
⇐⇒ A 6� ϕ[e] sau pentru orice a ∈ A, A � ψ[ex←a]
⇐⇒ A 6� ϕ[e] sau A � ∀xψ[e]
⇐⇒ A � (ϕ→ ∀xψ)[e].

Demonstrăm (5):

A � ∃x(ψ → ϕ)[e] ⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı. A � (ψ → ϕ)[ex←a]
⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı.

(
A 6� ψ[ex←a] sau A � ϕ[ex←a]

)
⇐⇒ există a ∈ A a.̂ı.

(
A 6� ψ[ex←a] sau A � ϕ[e]

)
(aplicând P.1.26)

⇐⇒
(

există a ∈ A a.̂ı. A 6� ψ[ex←a]
)

sau A � ϕ[e]
⇐⇒ A 6� ∀xψ[e] sau A � ϕ[e]
⇐⇒ A � (∀xψ → ϕ)[e].

(S2.2) Fie ϕ, ψ formule şi x variabilă. Să se demonstreze:

(i) � ϕ implică � ∀xϕ;

(ii) � ∀x(ϕ→ ψ)→ (∀xϕ→ ∀xψ).

Demonstraţie:

(i) Presupunem � ϕ şi vrem � ∀xϕ, i.e. pentru orice L-structură A şi orice evaluare
e : V → A, avem A � (∀xϕ)[e].
Fie A o L-structură şi e : V → A o evaluare. Avem A � (∀xϕ)[e] dacă şi numai dacă
pentru orice a ∈ A, A � ϕ[ex←a]. Dar aceasta este adevărat, având ı̂n vedere că � ϕ,
deci A � ϕ[e′], cu e′ := ex←a.

(ii) Fie A o L-structură şi e : V → A o evaluare. Trebuie să demonstrăm că

A � (∀x(ϕ→ ψ)→ (∀xϕ→ ∀xψ))[e].

Presupunem că
(∗) A � (∀x(ϕ→ ψ))[e]

şi vrem A � (∀xϕ→ ∀xψ))[e]. Presupunem că

(∗∗) A � (∀xϕ)[e]

şi vrem A � (∀xψ))[e]. Fie a ∈ A. Vrem A � ψ[ex←a]. Din (*) avem A � (ϕ →
ψ)[ex←a], iar din (**) obţinem A � ϕ[ex←a]. Astfel deducem concluzia dorită.
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(S2.3) Pentru orice L-structură A şi orice interpretări e1, e2 : V → A, pentru orice termen
t,

dacă e1(v) = e2(v) pentru orice variabilă v ∈ V ar(t), atunci tA(e1) = tA(e2).

Demonstraţie: Aplicăm inducţia pe termeni. Avem următoarele cazuri:

• t = v ∈ V . Atunci tA(e1) = e1(v) = e2(v) = tA(e2).
• t = c ∈ C. Atunci tA(e1) = tA(e2) = cA.
• t = ft1 . . . tm, cu f ∈ Fm,m ≥ 1 şi t1, . . . , tm sunt termeni. Deoarece V ar(ti) ⊆ V ar(t),
rezultă că pentru orice i = 1, . . . ,m, avem e1(v) = e2(v) pentru orice variabilă v ∈ V ar(ti).
Prin urmare, putem aplica ipoteza de inducţie pentru a concluziona că

tAi (e1) = tAi (e2) pentru orice i = 1, . . . ,m.

Atunci

tA(e1) = fA(tA1 (e1), . . . , t
A
m(e1)) = fA(tA1 (e2), . . . , t

A
m(e2)) = tA(e2).

3


