FMI, Info, Master I
Logica avansata pentru informatica

Seminar 2

(S2.1) Sa se arate ca pentru orice formule ¢, 9 si orice variabila x ¢ FV (y),

Va(pAY) H @AV (1)
Jx(e V) B ¢V Iz (2)
¢ H dze (3)

Ve(p =) H ¢ — Vry (4)
Jx( — ) H Vo — . (5)

Demonstratie: Fie A o L-structuragie:V — A.

Demonstram (1):
AE Vz(p AY))[e] pentru orice a € A, AF (¢ A )[€rd]

pentru orice a € A, AF ¢le, o] $1 AE Y]epe )

pentru orice a € A, AF gle] §i AF ¢[e,q) (aplicand P. 1.26)

A E ple] si pentru orice a € A, AE ez q]

AE ple] st AEVayle] <= AFE (p AV)[e].

rrony

Demonstram (2):
AE (Jz(eV))le] existaa € A al. AF (pV)|era

exista a € A al. AF plegq) sau AF Pleyq]

existaa € A al AF ple] sau AF ¢[e,,] (aplicand P. 1.26)

AE ple] sau exista a € A al. AF ¢¥[egq]

AE ple] sau A E Jzi)|e]

AE (o V 3xp)e].

rereey

Demonstram (

3):
AEJzple] <= existaa€e A al AF gleq

<  existaa € A al AF gle] (aplicand P.1.26)
=

4):

AE ple].

Demonstram (



AE (Vz(p = ¢))le] <= pentruorice a € A, AFE (¢ — ¥)]ercdl
<= pentruorice a € A, A plezq] sau AE V[egeq)
<= pentru orice a € A, A ¢le] sau A F ¥[e,,] (aplicand P.1.26)
<~ AW ¢le] sau pentru orice a € A, AE e, 4
— AHF gle] sau AE Vai[e]
=  AFE (¢ — Vau)le].
Demonstram (5):
AE Jz(b — ¢)le] <= existaac A al AF (Y = ¢)[ercd)
<  existaa€ A al (A H lepeq) sau A F gp[emea])
— existdia€ A al (A Y[eq) sau AF gle]) (aplicand P.1.26)
< (existia€ A al AV Ylesed)) sau AF ple]
—  AFVayle] sau AF gle]
—  AE (Y — p)e].

(S2.2) Fie ¢, 9 formule si = variabila. Sa se demonstreze:

(i)
(i)

F ¢ implica F Vxyp;
FVz(e — ) = Ve — V).

Demonstratie:

(i)

Presupunem F ¢ si vrem F Vzxp, i.e. pentru orice L-structura A si orice evaluare
e:V— A avem AF (Vzo)[e].

Fie A o L-structurda si e : V — A o evaluare. Avem A F (Vxy)|e] daca si numai daca
pentru orice a € A, AF ple,,]. Dar aceasta este adevarat, avand in vedere ca F ¢,
deci AFE ple'], cu € := e, .

Fie A o L-structura gi e : V' — A o evaluare. Trebuie sa demonstram ca
AE (Vz(o = ¢) = (Ve — Va))le].

Presupunem ca
(x) AFE (Va(p = )]
si vrem A F (Vzp — Va))[e]. Presupunem ca

(xx) AE (Vzp)le]

si viem A E (Vzt)))[e]. Fie a € A. Vrem A F ¢[ez,]. Din (*) avem A F (¢ —
)|era), iar din (**) obtinem A F ¢[e ). Astfel deducem concluzia dorita.
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]

(S2.3) Pentru orice L-structura A si orice interpretari eq,e; : V' — A, pentru orice termen
2

daca e, (v) = es(v) pentru orice variabila v € Var(t), atunci t4(e;) = t4(ey).

Demonstratie: Aplicam inductia pe termeni. Avem urmatoarele cazuri:

ot =uve V. Atunci t*(e;) = e1(v) = ez(v) = t*(e).

ot =ccC. Atunci t*(e;) = t*(es) = c*.

ot = fty...t,, cu f € F,,m>1sit,...,1t, sunt termeni. Deoarece Var(t;) C Var(t),
rezulta ca pentru orice ¢ = 1,...,m, avem e;1(v) = ey(v) pentru orice variabila v € Var(t;).
Prin urmare, putem aplica ipoteza de inductie pentru a concluziona ca

tA(e1) = t*(e) pentru orice i = 1,...,m.

Atunci

t4(er) = [t (), - tmler) = [ (e2), - tinle2)) =t (e2).



