FMI, Info, Master I

Logica avansata pentru informatica

Seminar 3

(S3.1) Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine

e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, );

e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;

e doua simboluri de constante ¢, d.

Sa se gaseasca forme normale prenex pentru urmatoarele formule ale lui £:

pr = Va(f(z) =) AV2(g(y, 2) = d)

p2 = Vy(VeP(r,y) = 320Q(z, 2))

p3 = JaVyP(z,y) vV -3y(S(y) — VzR(z))

w4 = F2(FxQ(z,2)V IZR(x)) — —(=FzR(z) AVrIzQ(z, z))

Demonstratie:

Vo(f(r) =c) A =V2(g(y, 2)

Vy(VxP(x,y) — 32Q(z, 2))

J2VyP(x,y) V -Jy(S(y) — VzR(z))
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d) H Va(f(r) =cA3zn(g(y, 2) = d)
H Vaedz(f(z) =cA - =

Vydz(VeP(z,y) = Q(z, 2))
Vy3z(YuP(u,y) — Q(x, 2))
Vy3zFu(P(u,y) — Q(z, 2)).

x(VyP(z,y) V -JyVz(S(y) — R(z))
Jx(VyP(x,y) V Vy3z—(S(y) — R(z))
Jrx(VuP(x,u) V Vy3z—(S(y) = R(2))
JrVuVyIz(P(x,u) vV =(S(y) — R(2))



J2(FxQ(x, 2) V Iz R(x)) — —(-FzR(x) A Var3zQ
3z3x(Q(x, 2) V R(x)) — (—-—3zR(x) V -Vx32Q
Jz32(Q(z, 2) V R(x)) — (FJzR(x) V JaVz—Q
Jz32(Q(x, 2) V R(x)) = Jz(R(z) V Vz=Q
Jz32(Q(x, 2) V R(x)) — JaVz(R(x) V —Q
F232(Q(x, 2) V R(x)) — Juvv(R(u) V
VeVeFuvo((Q(z, 2) V R(z)) — (R(u) V —Q(U,u)
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(S3.2) Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine
e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, Q);
e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;
e doua simboluri de constante ¢, d.

Sa se gaseasca o forma normala Skolem pentru enuntul ¢ in forma normala prenex, unde ¢
este, pe rand:

(i) Va3z(f(z) = c A ~(g(z, 2) = d));

(i) Vy3zTu(P(u,y) = Qy, 2));

(iii) 3zvuvy3z(P(z, u) v =(S(y) = R(2)));

(iv) VaVaIuvo(Q(x, 2) V R(z)) — (R(u) V =Q (v, u))).

Demonstratie:

(i) Avem o' = Va(f(z) = c A =(g(, 2) = d).(h(z)) = Va(f(z) = c A ~(g(x, h(z)) = d),

unde h este un nou simbol de operatie unara. Cum ¢! este o formuld universala avem
oSk = o1,

(i) Avem o' = VyIu(P(u,y) = Q(y,2)):(p(y)) = VyIu(P(u,y) = Qy,p(y))), unde p
este un nou simbol de operatie unara, si * = Vy(P(u,y) — Q(y,p())).(j(y)) =

Vy(P(j(y),y) — Q(y,p(y))), unde j este un nou simbol de operatie unara. Cum ¢?
este o formuld universala avem ¢°% = 2.



(iii) Avem ' = VuVy3Iz(P(z,u) V =(S(y) — R(2)))z(m) = YuVy3Iz(P(m,u) V =(S(y) —
R(2))), unde m este un nou simbol de constanta, si ¢* = YuVy(P(m,u) VvV =(S(y) —
R(2))).(k(u,y)) = VuVy(P(m,u) V =(S(y) — R(k(u,y)))), unde k este un nou simbol
de operatie binara. Cum ¢? este o formuld universala avem ¢°% = ¢2.

(iv) Avem ¢! = V2VaVu((Q(x, 2)VR(x)) — (R(u)V-Q(v,u)))u(n(z, z)) = V2VeVo((Q(z, 2)V
R(z)) = (R(n(z,2)) V-Q(v,n(z,2)))), unde n este un nou simbol de operatie binara.
Cum ¢! este o formula universald avem %% = !,

]

(S3.3) Sa se axiomatizeze urmatoarele clase de grafuri:
(i) grafurile complete;

)

(ii) grafurile care au cel putin un drum de lungime 3;

(iii) grafurile care au cel putin un ciclu de lungime 3;
)

(iv) grafurile cu proprietatea ca orice varf are exact o muchie incidenta.

Demonstratie:  Folosim notatiile din curs. Se ia Lgay = (F). Teoria grafurilor este

Th((IREFL),(SIM)). Clasa de grafuri care trebuie axiomatizata se noteaza IC.

(i) Adaugam enuntul '
pr = Vay(o(z = y) = E(z,y)).
Deci, K = Mod(Th((IREFL), (SIM), ¢1)).

(ii) Adaugam enuntul
Yo = 3@130231)33114 ( /\ _\(Ui = ?Jj) N E(Ul,vg) A E(UQ,U;J,) A E(Ug,v4)> .
1<i<j<d
Deci, K = Mod(Th((IREFL),(SIM),¢s)).
(iii) Adaugam enuntul
@3 = Jv;FveFus ( /\ —(vi = v;) A E(v1,v3) A E(vg,v3) A E(Ug,’l}l)) .
1<i<j<3

Deci, K = Mod(Th((IREFL), (SIM), p3)).



(iv) Adaugam enuntul
04 = VoYL (z,y) AVaVyVz(E(z,y) A E(z,2) =y = 2).
Deci, K = Mod(Th((IREFL),(SIM), ¢4)).

]

(S3.4) Pentru orice formula ¢, variabile distincte x g1y a.l. y ¢ FV () si y este substituibil
pentru x in ¢,

Jrp H3yea(y) st Vop H Vye.(y).
Demonstratie: Fie Agie:V — A. Atunci

AE3yp,(y)le] <= existaae A al AFE ¢,(y)[eyeal
< existaac A al AF pleyeqrcdl
conform Lemei 1.44.(ii), deoarece
yA<€y<—a) =eyealy) = a
< existaa€ A al AF pleyq
deoarece y ¢ FV (p)
AE Jzple].

!

Analog pentru a doua asertiune. O]



