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Logica avansata pentru informatica

Seminar 4

(S4.1) Fie ¢ un enunt al lui £ cu proprietatea ca pentru orice m € N exista o L-structura
finita A de cardinal > m ai. AF —p. Demonstrati ca —¢ are un model infinit.
Demonstratie: Aplicam Propozitia 1.72 pentru I' = {—¢}. O

(S4.2) Fie Lgyqp limbajul grafurilor. Decideti daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate
sau false:

(i
(ii

) clasa grafurilor este axiomatizabila;
1)
(ili) clasa grafurilor finite este axiomatizabila;
)
)
)

clasa grafurilor este finit axiomatizabila;

(iv) clasa grafurilor finite este finit axiomatizabila;

(v) clasa grafurilor infinite este axiomatizabila,

(vi) clasa grafurilor infinite este finit axiomatizabila.

Demonstratie: (i), (ii) sunt adevarate, conform slide-ului 77 din curs. Clasa grafurilor

este axiomatizata de multimea finita I' := {(/REFL), (SIM)}.

Aplicam in continuare Propozitia 1.74. Evident, ipoteza (*) este satisfacuta, deoarece pentru
orice m € N exista un graf finit cu cel putin m noduri. Clasa grafurilor finite (resp. infinite)
coincide cu clasa modelelor finite (resp. infinite) ale lui T'.

Aplicand Proporzitia 1.74.(ii), rezulta ca (iii) este falsa, deci si ca (iv) este falsa.

Aplicand Propozitia 1.74.(iii), rezulta ca (v) este adevarata si ca (vi) este falsa. O

(S4.3) Fie K o clasa de L-structuri si K¢ complementul sau in clasa tuturor L£-structurilor.
Daca atat K cat si K¢ sunt axiomatizabile, atunci amandoua sunt finit axiomatizabile.
Demonstratie: Fie A C Sen, al K = Mod(l'),K° = Mod(A). Presupunem prin

reducere la absurd ca K nu este finit axiomatizabila. Demonstram folosind Teorema de



compacitate ca I' U A este satisfiabila. Fie ¥ C I' U A finita. Atunci ¥ C 'y U A, unde
[y C T este finita. Deoarece KK = Mod(I") C Mod(T'y) si K # Mod(T'y), exista A al. AE Ty
si A € K¢. Prin urmare, cum A € K¢, AE A, deci AF 'y U A si in particular A E X.
Aplicand Teorema de compacitate, rezulta ca I' U A are un model B. Ar rezulta atunci ca
B e KN K=, contradictie.

Demonstram analog ca K¢ este finit axiomatizabila. [

(S4.4) Pentru orice multime I' de formule, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este inconsistenta;
(ii) pentru orice formula ¢, 't gi ' F =),

(iii) exista o formula ¢ ai. ' g I'F -

Demonstratie: (i) = (i7) = (i4i) sunt evidente.

(17i) = (i) Fie ¢ cain (iii) si ¢ o formula arbitrara. Deoarece ¢ — (=) — ¢) este tautologie,
rezultd ca b ¢ — (=) — @), deci gi ca ' H ¥ — (=) — ). Aplicand (iii) si (MP) de doua
ori, rezulta ca I' - ¢. O



