FMI, Info, Master I
Logica avansata pentru informatica

Seminar 5

(S5.1) Fie M = (W,R,V) un model pentru ML, si w o stare in M.

Demonstrati ca pentru orice formula ¢,

M, w IOy <= pentru orice v € W, Rwv implica M, v IF ¢.

Demonstratie: Avem ca

M, w I-Op M, w IF =0—p

M wlf O

nu exista v € W al. (Rwv si M, v Ik —p)

pentru orice v € W, nu avem ca (Rwv i M, v Ik =)
pentru orice v € W, Rwv este falsa sau M, v If =
pentru orice v € W, Rwv este falsa sau M, v I ¢
pentru orice v € W, Rwv implica M, v I .
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(S5.2) Consideram limbajul modal de baza M L,. Demonstrati ca formula
O(p — q) — (Op — Ogq) este valida in clasa tuturor cadrelor pentru M L.
Demonstratie:  Fie F = (W, R) un cadru arbitrar, w o stare din F si

M = (F,V) un model bazat pe F. Trebuie sa aratam ca
M,wlFO(p — q) — (Op — Oq).
Presupunem ca
() M,wl-O(p — q).
Trebuie sa demonstram ca M, w IF Op — Clg. Presupunem, in continuare,
ca
(xx) M, w IF Op.
Raméne sa demonstram ca M, w I Og. Fie v € W al. Rwv. Aplicand (*)
si (**) obtinem M, v Ik p — ¢ si M, v |- p. Rezulta imediat ca M, v IF q.
Prin urmare, M, w IF Ug. H



(S5.3) Fie cadrul F = (W = {wy, wa, w3, wy, w5}, R), unde Rw;w; ddaca
j=i+1:

Ao Ao Ao [,
Lot Lad Lad Lad

w1 wo W3 Wy Wy

Alegem o evaluare V astfel incat V (p) = {wq, w3}, V(q) = {w1, wa, w3, wy, w5}
siV(r)=0.
Consideram modelul M = (F, V). Demonstrati ca

(il) M, wq I O0Op — p;

(iv) M,wy - g A O(g A O(g A O(g A 09)));

)
)
(i) M, wy IF O(p A =r);
)
(v) MIF Og.

Demonstratie:

(i) M,w; IF O0p <= exista v € W a.d. Ruwyv si M, v |- Op.
Luam v := wy. Cum Rw ws,, ramane sa demonstram ca M, w, |- Cp.
Avem ca
M,wy IFOp <= pentru orice u € W, Rwyu implica M, u IF p.
< M, w;lF p (deoarece ws este unicul u € W al. Rwsu)
< w3 € V(p), ceea ce este adevarat.

(ii) Folosind logica propozitionala clasica, avem ca
Mow IFOOp —p <= M,w IF=00pVp
— M, w; Ik -00p sau M, wy I+ p.

Conform (i), M, w; IF O0Op, deci M, w; If =O0p. Deoarece wy ¢ V (p),
rezulta ca M, wy I p.
Am demonstrat astfel ca M, w; If OOp — p.

(ili) Avem ca



M, ws IF O(p A —r) exista v € W a.l. Rwyv si M,vlFpA—r
M, ws lEp A —r

deoarece w3 este unicul v a.l. Rwyv

M ws IFp st M,ws IF—r

M ws lFpsi M,ws Ifr

ws € V(p) si wy € V(r), adevarat
conform definitiei lui V.
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(iv) Notam
p=qN0(gNO(@NO(aA D)), ©:=
-

Avem ca
M, wy IF M, wy I g st M,w; IF

M, wy I (deoarece wy € V(q), deci M, w; I+ q)

exista v € W al. Rwjvsi M,viFqgAx

M, ws IF g A x

deoarece wy este unicul v € W al. Rwiv

M, wy I x (deoarece wy € V(q), deci M, ws I+ q)

existd u € W a.i. Rwou st M ulkqgAO(g A Qq)

M, ws IFg A Qg A Oq)

deoarece w3 este unicul v € W a.l. Rwou

M ws IFO(g A Oq)

deoarece w3 € V(q), deci M, ws I g

exista v' € W al. Rwsv gt M, v IFq A Qq

M, wy IE g A Oq

deoarece wy este unicul v € W a.l. Rwsv’

M, wy I Qg (deoarece wy € V(q), deci M, wy I+ q)

exista v’ € W al. Rwsu' si M,u' Ik g

M, ws IF g

deoarece ws este unicul v’ € W a.i. Rwsu’

ws € V(q), ceea ce este adevarat.
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(v) Fie w € W arbitrar. Avem ca M, w I Og <= pentru orice v € W,
Rwv implica M,v IF ¢ <= pentru orice v € W, Rwv implica v €
V(q), ceea ce este adevarat, deoarece V(q) = W.

]

(S5.4) Verificati daca urmatoarele formule din M L, sunt satisfiabile:
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(i) Op A O-p;

(i)

Op A O=p.

Demonstratie:

()

Pentru orice model M = (W, R, V) si stare w din M, avem ca
MwlEOpAO-p = Mwlk Opsi M,wl-O=-p
= (%) s (™),
unde
(*)  existav e W ai. Rwvsi M,vl-p,
(**) pentru orice u € W, Rwu implica M, u I+ —p.

Presupunem ca (*) gi (**) sunt satisfacute. Fie v € W al. Rwv

si M,v IF p. Aplicand (**) cu u := v, rezultd ca M,v I+ —p, deci

M, v If p. Am obtinut o contradictie. Rezulta ca (*) si (**) nu pot fi

adevarate In acelasi timp, deci M, w I Op A O=p.

Prin urmare, Op A O-p nu este satisfiabila.

Pentru orice model M = (W, R, V) si stare w din M, avem ca
MwlEOpAQ=p <= (%) si (%),

unde

(*)  exista v € W al. Rwv si M,vl-p,
(**)  exista u € W al. Rwu si M,ulF —p.

Fie My = (Wo, Ro, Vo), unde

Wo = {a’7 b}7 Ry = {(CL,CL), <a7 b)}7 V(J(p) = {CL}
Demonstram ca
Mo, alE Op A O—p.
Avem ca Raa i M, a - p, deci (*) este satisfacuta cu w := a.

De asemenea, Rab si M,b |F —p, deoarece b ¢ V(p), prin urmare
M, b p. Asadar, (**) este satisfacuta cu w := a.

Prin urmare, Op A O—p este satisfiabila.



(S5.5) Fie M = (W,R,V) un model pentru MLy si w o stare in M.
Demonstrati ca pentru orice n > 1,

(1) MywlFQ"p <= exista v e W al R'wvsi M,vlF ¢
(2) M,wl-0O% <= pentru orice v € W, R"wv implica M, v I ¢.

Demonstratie: Demonstram (1) prin inductie dupa n.

n = 1: Se aplica Definitia 2.13.
n=n-+1: Avem ca

M, w - Oty M, w IF O"Op

exista u € W ad. R"wu si M,ulF Q¢
conform ipotezei de inductie

exista u,v € W al R"wu, Ruv si M,v Ik ¢
exista v € W ad. R"™lwv si M, v IF .

(2) se demonstreaza similar.
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