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1 Logica de ordinul intai

(P1) [3 puncte]

(i) Sa se arate ca pentru orice limbaj £ de ordinul I si orice formule ¢, 1)

ale lui £, avem:

(a) Va(e A1) FE Jxp A Jxep, pentru orice variabila z.

(b) Yx(p V) H ¢ V Vai), pentru orice variabila x ¢ FV (p).

(ii) Sa se dea exemplu de limbaj £ de ordinul I si de formule ¢, ale lui £
astfel incat:

Demonstratie:

(i) Fie A o L-structuragie: V — A.

Jzp A Jxp E V(e A ).




(a) Obtinem
AEVx(o A)le]

Tt

(3

(b) Obtinem
AEVz(pV)e]

t¢e

=
=
=

pentru orice a € A, AFE (¢ A )[€rid]

pentru orice a € A, (AF plesa] §1 AFE Ylera))
pentru orice a € A, AF ¢lesca] si

pentru orice a € A, A FE lez ]

exista a € A al. AF plege, si

exista a € A al. AF Yleq)

AE (Jzp)le] si AF (Jz¢)[e]

AE (Jzp A Jz)e].

pentru orice a € A, AFE (p V ¥)[erql

pentru orice a € A, (A F plesa) sau A E Yesd))
pentru orice a € A, (A F ¢le] sau A F ¥[eyq))
conform Propozitiei 1.26

A E ple] sau pentru orice a € A, AF Y[esq)

AE ple] sau A E V[l

AE (¢ VVaip)le].

(ii) Consideram L,, = (<,+, %, S,0), Lg-structura N := (N, <, +, -, 5,0)
gi e : V. — N o evaluare arbitrara. Fie 2 := 550, ¢ := —(x<0) si

Y := (v<2). Obtinem c&

o N E (Szp AJx)[e] & N E (Frp)le] si N E (3a)[e] & exista
n €N al n>0giexistan € N al n < 2, amandoua adevarate.
Prin urmare, N E (Jzp A Jx1))[e]

o N EVz(p A)le] & pentru orice n € N avem (o A ) [eren] &
pentru orice n € N avem (n > 0 i n < 2), ceea ce nu este adevarat
(ludm n := 3, de exemplu). Prin urmare, N &# Vz(p A 1)[e].

O

(P2) [2 puncte] Fie £ un limbaj de ordinul intai care contine:

(i) doua simboluri de relatii unare @, R si un simbol de relatie binara S;

(ii) un simbol de constanta d.

(i) Sa se gaseasca o forma normala prenex pentru urmatoarea formula a

lui L:

e = Fx(S(z,d)A\S(x,z)) = (VyR(y) = ~Vz—Q(2)).



(ii) Sa se gaseasca o forma normald Skolem pentru enuntul

¢ = E|U1VU3§|U2\V/U4E|’U5((S(U1,’Ug) — S(UQ,U5)> V R(U4) N ﬁ(Q<U5) — Q(Ug)))

Demonstratie:
(1)
0y H (s z.d) A S(x,2) = (VyR(y) = ~¥2=Q(2))
H Vo <s z,d) A S(z,2) — (YyR(y) — F2==Q(2))
H Vo (s z,d) A S(z, 2) = Jy(R(y) = I2==Q(2))
H Va <S(:c, d) A S(z,2) = FyF(R(y) — —Q(2))

H Vazdy (S(:c, d) AN S(z,z) — Jz(R(y) = =—Q(2))

H Vady (S(x, d) AN S(z,z) = F(R(y) = =—Q(v))

A A W W W U g

H Vady3dv (S(m,d) AS(z,z) = (R(y) = =—Q(v)) ).

(ii) Obtinem
1/11 = VU3§|UQVU4E|U5((S(C, 1)2) — S(’Ug, U5)) V R(U4) A ﬁ(Q(U5) — Q(’U3))>,

unde ¢ este un nou simbol de constanta

* = VsV, 3us ((S(c, flus)) = S(f(vs), vs)) V R(ve) A =(Q(vs) = Q(vs))),

unde f este un nou simbol de operatie unara

P = YugVus((S(e, f(vs)) = S(f(vs), h(vs, v4))) V R(va) A =(Q(h(vs,v4)) = Q(v3))),

unde h este un nou simbol de operatie binara.

Cum v® este enunt, universal, rezulta ca 1% este o forma normala Skolem
pentru 1.

[]



(P3) [1,5 puncte] Sa se dea exemplu de multime I' de £_-enunturi ce are
proprietatea ca pentru orice £_-structura finita A, avem:

AET <= A contine un numar par de elemente.

Demonstratie: Consideram multimea de enunturi

I = {\/3=2kv322l|z€N*}.

k<l

7<" Fie A = (A) o L_-structurd finitd a.i |[A| = 2n (n > 1), deci A F 372"
Trebuie s& aratam ca A E I'. Fie [ € N* arbitrar. Vom demonstra ca

AR\ T v

k<l
Avem urmatoarele cazuri:

(i) n <I. Deoarece 3=>" € {37 | k < [}, rezultd ca F 372" — \/,, 37
si, evident, £ \/,, 37% = \/,, 37 v 3%

Deoarece A F 372" obtinem imediat ca A F \/, ., 372 v 3=,

(ii) n > [. Deoarece 2n > 2l, rezulta ca F 372" — 322 &i evident, F
322 vkgl 3=2k v 3221 Rezulta ca A F \/kgl J=2k s 322

=" Fie A = (A) o L_-structura finita ai. A F I'. Presupunem prin
reducere la absurd ca A contine un numar impar de elemente, deci ca |A| =
2n+1 (n € N) Cum A E T, in particular (luand [ := n + 1), obtinem

Al \/ 3Ty IR0,

k<n+1

deci
AE \/ 3=2%  sau A E 32D
k<n+1
Rezulta ca fie exista k& < n + 1 astfel incat A contine 2k elemente, fie A
contine cel putin 2(n + 1) = 2n + 2 elemente. Cum stim ca A contine 2n + 1
elemente, am ajuns la o contradictie.

[]



(P4) [1,5 puncte] Fie T' teoria ordinii partiale (in limbajul L£:). Sa se
gdseasca un L -enunf ¢ astfel incat

THe si TH-p.

Demonstratie: O L:-structura A = (A, <) este model al lui 7" ddaca A

este multime partial ordonata. Fie
@ 1= FvoVuy (ve<vy).

Pentru orice multime partial ordonata A = (A, <), avem ca A F ¢ ddaca A
admite minim.

Consideram urmatoarele doud multimi partial ordonate: N = (N, <) i Z =
(Z,<). Obtinem:

(i) A are minim, prin urmare N' £ ¢. Rezultd c& N ¥ —p. Deoarece
NET, avem ca T & —p.

(ii) Z nu are minim, prin urmare Z F —p. Rezulta ca Z ¥ ¢. Deoarece
ZET, avem ca T F .

]

2 Logica modala

(P5) [2 puncte] Demonstrati ca urmatoarele formule nu sunt valide in clasa
tuturor cadrelor:

(i) Op — Op;
(ii) OOp — OOp.

Demonstratie:

(i) Trebuie sa gasim un model si o stare din acest model in care formula
este falsa. Fie modelul

M = (W,R,V), unde W = {1,2,3}, R = {(1,3),(1,2)}, V(p) = {2}.



Cum 2 € V(p) si R12, rezulta ca M, 11F Op.

Avem ca M, 1 IF Op <= pentru orice v € W, Rlv implica M, v IF p.
Observam ca R13, dar M,3 I} p, deoarece 3 ¢ V(p). Prin uramre
M1 Op.

Am demonstrat astfel ca M, 1 Op — Op.

Fie modelul
M= (W,R, V), unde W ={1,2}, R={(1,2)}, V(p) = {2}.

Demonstram, in continuare, ca M, 1 I OUp — OOp.

Avem ca
MTIFQOUp <=  existaveW al Rlvgi M,vl-Up
< M,2IFOp (fiindca 2 este singurul v € W al. Rlv).

Cum 2 este stare finala (adica nu exista u € W al. R2u), obtinem ca
M, 2 Ik Op. Deci,

(*) M, 11 oOp.

Avem ca
M,1IFOOp <= pentru orice v € W, Rlv implica M, v IF Op
<~ M,2IF Op (fiindca 2 este singurul v € W al. Rlv).

Deoarece 2 este stare finala, rezulta ca M, 2 | Op. Deci,
(%) M, 11 O0p.

Din (*) si (**) rezulta ca M, 1 I O0p — OOp.

(P6) [2 puncte]

(1)

(i)

Demonstrati urmatoarea regula de deductie derivata in sistemul modal

K:

{p—=q} FOp— Oq.

Aratati ca urmatoarea formula este K-demonstrabila:



O Aq) — (Op AQg).

Demonstratie:

(i) Trebuie sa demonstram ca Fx ¢ — ¢ implica implica Fg O — Q.
A se vedea (56.3).(ii).

(ii) Notam cu LP logica propozitionala. Folosim notatiile

x1:=0(pAq) —0Op, x2:=0(pAqg) — Oqgsi
x1:=0(pAgq) — (OpAOg).

Trebuie sa demonstram ca Fg xs.

1
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(6)
(7)

Fk (PAq) = p
Fx X1

Fk (DA q) = q
Fk X2

Fx X1 A X2

Fk (X1 A X2) = X3

Fk X3

tautologie

(S6.3).(i): (1)

tautologie

(S6.3).(1): (3)

Propozitia 2.52: (2), (4) si faptul ca x; A x2 este
deductibila in LP din yq, x2

tautologie: ((o7 — 09) A (01 = 03)) — (01 — (02 A 03)),
unde o1 :=O(p A q), 09 := Op, 03 :=Ogq

(MP): (5), (6).

(P7) [2 puncte] Fie I' o A-MCS. Demonstrati ca:

Demonstratie:

Py <= pel.

7" Evident, conform Propozitiei 2.54.(iii).

"=” Avem ca I' -5 ¢. Presupunem prin reducere la absurd ca ¢ & T
Deoarece I' este 0 A-MCS i I este o submultime proprie a lui 'U{¢}, trebuie
sa avem ca 'U{p} este A-inconsistenta. Aplicand Propozitia 2.59.(ii), rezulta
ca I' by —p. Am obtinut astfel atat I' -5 ¢ cat si ' Fp —p. Rezulta, din
Propozitia 2.58, ca I" este A-inconsistenta, ceea ce este o contradictie. O]



