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Preliminarii



Operatii cu multimi

Fie A, B, T multimi ai A BCT.

AUB = {xeT|xeAsauxecB}

ANB = {xeT|xeAsixeB}

A-B = {xeT|xecAsix¢B}

CrA = T-A={xeT|x¢gA
Notatii: N ={0,1,2,...} este multimea numerelor naturale;

N* = N\ {0}; Z este multimea numerelor intregi; R este multimea
numerelor reale; Q este multimea numerelor rationale.

Multimea partilor lui T se noteazd 27 sau P(T). Asadar,
2T =P(T)={A|AC T}

Exemplu. P(0) = {0}, P({0}) = {0,{0}},
PO, {0}}) = {0. {0}, {{0}}, {0, {0}}}.



Produsul cartezian

Notdm cu (a, b) perechea ordonata formatd din a si b (care sunt
componentele lui (a, b)).

Observatii: dacd a # b, atunci (a, b) # (b, a); (a, b) # {a, b};
(7,7) este o pereche ordonatd valida; doud perechi ordonate (a, b)
si (¢, d) sunt egale ddacid a=csi b=d.

Produsul cartezian a doud multimi A si B este definit astfel:
Ax B={(a,b)|ac Asi be B}
Exercitiu.

Ax(BUC) = (AxB)UAxC
Ax(BNC) = (AxB)n(Ax ()



Functii

Fie A'si B multimi si f : A — B o functie.

Spunem c3 f este definita pe A cu valori In B, A se numeste
domeniul de definitie al functiei f si B se numeste domeniul
valorilor lui f sau codomeniul lui .

Notatie: Multimea functiilor de la A la B se noteazd Fun(A, B),
BA sau (A — B).

Fie f : A— B o functie, X C Asi Y CB.
» f(X)={f(x) | x € X} este imaginea directd a lui X prin f;
f(A) este imaginea lui f.
> f71(Y)={x € X | f(x) € Y} este imaginea invers3 a lui Y
prin f.

» Fie f|x : X — B, f|x(x) = f(x) pentru orice x € X. Functia
f|x este restrictia lui f la X.



Functii

Fie f : A— B o functie.

> f este injectiva dacd pentru orice x1,x2 € A, x1 # xp implica
f(x1) # f(x2) (sau, echivalent, f(x1) = f(x2) implica
X1 = Xg).

> f este surjectivd dacd pentru orice y € B existd x € A a.l.
f(x) =y (sau, echivalent, f(A) = B).

P> f este bijectiva daca f este injectiva si surjectiva.



Functii

Fie f: A— Bsi g: B— C doua functii. Compunerea lor go f
este definitd astfel:

gof:A—=C, (gof)(x)=g(f(x)) pentru orice x € A.
Functia identicd a lui Aeste 14: A — A, 1a(x) = x.
O functie f : A — B este inversabild dac3 existd g : B — A astfel
incdt gof =14 si fog = 1g. Functia g este unic3, se numeste
inversa lui f si se noteazi 1.

O functie este bijectiva ddaca este inversabila.

Fie f : A— A. Pentru orice n € N, definim f" : A — A astfel:

fO=1,, "1 =f"0of pentru n>0.



Functia caracteristica

Fie A, T multimi a.i. AC T. Functia caracteristica a lui A n
raport cu T este definita astfel:

1 dacaxc A
XA - T — {07 1}7 XA(X) = {

0 dacax ¢ A

Proprietati

Daca A, BC T si x € T atunci

xang(x) = min{xa(x),x8(x)} = xa(x) - x5(x)

xaus(x) = max{xa(x), xs(x)} = xa(x) + xa(x) — xa(x) - xa(x)
Xcra(x) = 1= xa(x).

Observatie

Functia caracteristicd se poate folosi pentru a arata c3 doua
multimi sunt egale: A= B ddaca xa = x5



Relatii binare

Definitie
O relatie binar3 intre A si B este o submultime a produsului

cartezian A x B.
O relatie binard pe A este o submultime a lui A x A.

Exemple
» |C NxN

| = {(k,n)| exista me N alil mk=n}

> <C NxN

<= {(k,n)| exista me Nal m#0si m+ k=n}



Operatii cu relatii

Fie A, C multimi.
Definitie
» Daci R C A x B, atunci relatia inversi R~! C B x A este
definita astfel:

R~ ={(b,a) | (a,b) € R}.
» Dacd RC Ax Bsi Q@ C B x C, atunci compunerea lor
Qo R C A X C este definitd astfel:
QoR={(a,c)| existd be Bali (a,b) € Rsi(b,c)e Q}.
» Diagonala lui A este Apy = {(a,a) | a € A}.

Exercitiu
» Compunerea relatiilor este asociativa.
» Daca RCAX Batunci RoAp=Rsi AgoR=R.



Relatii binare

ultime nevida si R C A x A o relatie binara pe A.

Notatie: S@kem xRy n loc de (x,y) € R si =(xRy) n loc de
(x,y) € R.
Definitie

P> R este reflexiva dacd xRx pentru orice x € A.

>
>
>

v

R este ireflexiva dacd —(xRx) pentru orice x € A.
R este simetrica daca pentru orice x,y € A, xRy implica yRx.
R este antisimetrica daca pentru orice x,y € A,
xRy si yRx implica x = y.
R este tranzitiva daca pentru orice x,y,z € A,
xRy si yRz implica xRz.
R este totala daca pentru orice x,y € A, xRy sau yRx.



Relatii de echivalenta

Definitie
Fie A o multime nevida. O relatie binard R pe A se numeste relatie
de echivalenta daca este reflexiva, simetrica si tranzitiva.

Notatii: Vom nota relatiile de echivalentd cu ~. Scriem x ~ y
dacd (x,y) €~ si x % y dacd (x,y) & ~.

Fie A o multime nevida si ~ o relatie de echivalenta pe A.
Definitie

Pentru orice x € A, clasa de echivalentd [x] a lui x este definitd
astfel: [x] ={y € A|x~y}.



Relatii de echivalenta

Proprietati
> A= UXGA[X]'
» [x] =[y] ddacd x ~y.
> [x]N[y] =0 ddacd x £ y ddaci [x] # [y].

Definitie

Multimea tuturor claselor de echivalent3 distincte ale elementelor
lui A se numest multimea cat a lui A prin ~ si se noteazd A/~.
Aplicatia m: A — A/~, 7(x) = [x] se numeste functia cat.



Relatii de ordine

Definitie
Fie A o multime nevida. O relatie binard R pe A este relatie de

» ordine partiala dac3 este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.

» ordine stricta daca este ireflexiva si tranzitiva.

P ordine totald daca este antisimetrica, tranzitiva si totala.
Notatii: Vom nota relatiile de ordine partiala si totala cu <, iar
relatiile de ordine stricta cu <.

Definitie
Dacd < este o relatie de ordine partiald (totald) pe A, spunem c3
(A, <) este multime partial (total) ordonata.



Multimi partial ordonate

Fie (A, <) o'multime partial ordonata.

Proprietati

» Orice relatie de ordine total3 este reflexivd. Prin urmare, orice
multime total ordonatd este multime partial ordonata.

> Relatia < definitd prin x <y <= x <y six # y este
relatie de ordine stricta.

» Dacd ) £ S C A, atunci (S, <) este multime partial ordonats.

Dem.: Exercitiu.



Multimi partial ordonate

Fie (A multime partial ordonat3 si () # S C A.

b
Definitie
Un element e € S se numeste

» element minimal al lui S daca pentru orice a € S,
a < eimplica a = e¢;

» element maximal al lui S daca pentru orice a € S,
e < aimplica a=¢;

» cel mai mic element (sau minim) al lui S, notat min S, daca
e < a pentru orice a € S;

» cel mai mare element (sau maxim) al lui S, notat max S, daca
a < e pentru orice a € S.



Multimi partial ordonate

Proprietati
» Atat minimul, cat si maximul lui S sunt unice (dac3 existd).
» Dacad min S exist3, atunci min S este element minimal al lui S.

» Daca max S existd, atunci max S este element maximal al lui

S.
» S poate avea mai multe elemente maximale sau minimale.

» Un element minimal (maximal) al lui S nu este in general
minim (maxim) al lui S.

Dem.: Exercitiu.



Multimi partial ordonate

Fie ) o multime partial ordonatd si ) # S C A.
Definitie
Un element e € A se numeste
» majorant al lui S dac3d a < e pentru orice a € S;
» minorant al lui S dacd e < a pentru orice a € S;

» supremum al lui S, notat sup S, dac3 e este cel mai mic
majorant al lui S;

» infimum al lui S, notat inf S, dac3 e este cel mai mare
minorant al lui S.
Proprietati
» Atat multimea majorantilor, cat si multimea minorantilor lui S
pot fi vide.

» Atat supremumul, cit si infimumul lui S sunt unice (daca
existd).



Multimi bine ordonate

Fie (A multime partial ordonats.

Yy ==
Definitie
Spunem c3 (A, <) este multime bine ordonatd daca orice

submultime nevida a lui A are minim. In acest caz, < se numeste
relatie de buna ordonare pe A.

Exemple

(N, <) este bine ordonatd, dar (Z, <) nu este bine ordonat3.

Observatie

Orice multime bine ordonat3 este total ordonat3.



Multimi inductiv ordonate

Fie (A, <) ultime partial ordonat3.

Definitie

(A, <) se numeste inductiv ordonat3 dac3 orice submultime total
ordonatd a sa admite un majorant.

Lema lui Zorn
Orice multime inductiv ordonat3d are un element maximal.

e un instrument foarte util in demonstratii.
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Familii

o multime nevida.

Fie A o multime. O familie de elemente din A indexat3 de / este o
functie f : | — A. Notdm cu (a;);es familia f : | — A, (i) = a;
pentru orice i € /.

Daca fiecarui i € I i este asociata o multime A;, obtinem o familie
(indexatd) de multimi (A;)ie;-

Fie (A;)ies o familie de submultimi ale unei multimi T. Reuniunea
si intersectia familiei (A;);c; sunt definite astfel:

A = {xeT| existsiclai xeA}
i€l

ﬂA,- = {x € T|x¢€ A pentru orice i € I}
iel

Dacd A; N A; = 0 pentru orice i,j € I,i # j, spunem cd (J;c; Ai
este o reuniune disjuncta.
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Produsul cartezian al unei familii

Fie [ ltime nevida si (A;)ie; o familie de multimi.
Produsul cartezian al familiei (A;);c; se defineste astfel:
HA,- = {f:l—)UA,-|f(i)€A,— pentruoriceiel}

icl iel
= {(xi)ier | xi € A pentru orice i € I}.

Pentru orice j € I, aplicatia 7 : [[;c; Ai = Aj,  7i((xi)ier) = X;
se numeste proiectie canonicd a lui [];, A;. ; este surjectiva.

Exercitiu. Fie /, J multimi nevide. Atunci

UAa x| = [JAixB si (NAix[)B= ()AxB.

icl jed (ij)elxJ icl jed (ig)elxJ
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&r natural, n>1, I ={1,...,n}si A1, ..., A, C T.

> (xi)ie (xl,.. ,Xn), un n-tuplu (ordonat)
n
> (A _UA, si [ A _ﬂA,-
iel iel =1
> [JA _HA A X XA s AT=Ax - x A
i€l n
Definitie
O relatie n-ard intre Aq, ..., A, este o submultime a produsului

. n
cartezian [[;_; A;.
O relatie n-ard pe A este o submultime a lui A". Daca R este
relatie n-ara, spunem ca n este aritatea lui R.
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Axioma alegerii

Axioma alegerii (in englezd Axiom of Choice) (AC)

Daca (Aj)ics este o familie de multimi nevide, atunci existd o
functie fc care asociaz3 la fiecare i € | un element fc(i) € A;.

» formulatd de Zermelo (1904)

» a provocat discutii aprinse datorita caracterului sau
neconstructiv: nu exista nicio regula pentru a construi functia
alegere fc.

Reformulare

Urmatoarea afirmatie este echivalentd cu Axioma alegerii:
Daca (Aj)ics este o familie de multimi nevide, atunci [
o multime nevida.

i1 Ai este
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Axioma alegerii

» Godel (1940) a demonstrat c3 axioma alegerii este consistenta
cu ZF.

» Cohen (1963) a demonstrat ca negatia axiomei alegerii este
consistenta cu ZF. Prin urmare, axioma alegerii este
independent3d de ZF. Cohen a primit Tn 1966 Medalia Fields.

Urm3dtoarele afirmatii sunt echivalente cu Axioma alegerii:
» Lema lui Zorn

» Principiul bunei ordonari: Orice multime nevidd X poate fi
bine ordonatd (adica, pentru orice X existd o relatie binard <
pe X al. (X, <) este multime bine ordonata).

H. Rubin, J. Rubin, Equivalents of the Axiom of Choice Il, North
Holland, Elsevier, 1985
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Echipotenta

Definitia 1.1

Spunem c3 A este echipotenta cu B dacd existd o bijectie
f:A— B. Notatie: A~ B.

Propozitia 1.2
Pentru orice multimi A, B, C au loc:
(i) A~ A;
(i) Daca A ~ B, atunci B ~ A.
(iii) Dacd A~ B si B~ C, atunci A~ C.
Dem.: Exercitiu.

Observatie

Prin urmare, A este echipotenta cu B ddaca B este echipotenta
cu A. De aceea, spunem de obicei ca A si B sunt echipotente.
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Multimi finite, numarabile

Definitia 1.3

O multime A se numeste finitd dacd A = () sau daci existd n € N*
a.l. A este echipotents cu {0,1,...,n—1}. In acest caz, notim
cu |A| num3rul elementelor lui A.

O multime care nu este finita se numeste infinita.

Definitia 1.4
O multime A este numdarabild dacd este echipotentd cu N.
O multime finitd sau num3rabild se numeste cel mult num3rabil3.

Exemple
» 7, N x N si Q sunt numarabile.

» Orice submultime infinitd a lui N este numarabila.

Teoremd Cantor
P(N) nu este multime numarabil.
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Cardinale



Cardinale

dinale sau cardinalele sunt o generalizare a numerelor
naturale, ele™fiind folosite pentru a masura dimensiunea unei
multimi; au fost introduse de Cantor.

Definitia 2.1

Pentru orice multime A, cardinalul lui A (sau numarul cardinal al
lui A) este un obiect |A| asociat lui A a.i. sunt satisficute
urmatoarele:

» |A| este unic determinat de A.

» pentru orice multimi A, B, avem c3 |A| = |B| ddaci A ~ B.

Aceast3 definitie nu specificd natura obiectului |A| asociat unei
multimi A.
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Cardinale

, este naturald Tntrebarea daca exista cardinale.
Un posibil raspuns este:

definim |A| ca fiind clasa tuturor mulfimilor echipotente cu A.

Un alt raspuns este definitia lui von Neumann din teoria
axiomatica a multimilor. Conform acestei definitii, pentru orice
multime A, |A| este tot o multime.

Colectia tuturor cardinalelor nu este multime, ci clasa. Vom nota
cu Card clasa tuturor cardinalelor.

Notam cardinalele cu «, 3, v, &, . ...

30



Cardinale

Definitia 2.2
« este cardinal ddac3 existd o multime A a.l. a = |A|. Spunem, in

acest caz, ca A este un reprezentant al lui c.

Desigur, orice multime echipotenta cu A este, de asemenea,
reprezentant al lui a.

Definitia 2.3

Fie o = |A| un cardinal. Daci A este finita (respectiv infinitd),
spunem cd « este un cardinal finit (respectiv cardinal infinit).

Notatii
» Notdm 0 := |0| si, pentru orice n > 1, n:=[{0,1,...,n—1}|.
> |N| se noteazd Ny (se citeste alef zero).
» |R| se noteaza ¢ si se mai numeste si puterea continuumului.
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Cardinale

Observatia 2.4

(i) O multime A este finitd ddacd existi n € N a.i. n = |A|. Prin
urmare, putem identifica cardinalul |A| cu numarul
elementelor lui A.

(ii) O multime A este numd3rabild ddacd |A| = Ro.

Observatia 2.5

(i) Pentru orice multime A, Fun((), A) are un singur element,
functia vidd. Prin urmare, |Fun((, A)| = 1.

(ii) Pentru orice multime nevidd A, Fun(A, () = 0, deci
|Fun(A,0)| = 0.
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Cardinale - relatia de ordine

Definitia 2.6

Definim urmatoarea relatie: pentru orice cardinale o = |A

B=1B

’

’

a < B <= exista o functie injectiva f : A — B.

Observatia 2.7
Definitia relatiei < nu depinde de reprezentanti.
Dem.: Fie « = |A| = |A/|, 8 = |B| = |B’|. Consideram bijectiile
u:A— A'siv:B — B'. Demonstram c3
a < 8 <= existd o functie injectivd g : A — B'.
= Fie f : A — B o functie injectiva. Atunci
g =vofoul:A — B este injectivi.
< Avemci f :=v logou:A— B este injectivi.
Deci, definitia nu depinde de reprezentantii A si B. g .



Cardinale - relatia de ordine

Relatiei < se asociaza o noua relatie, definitd astfel:
a<f = a<fsia#p.
Propozitia 2.8
(i) Pentru orice multimi A, B, dacd A C B, atunci |A| < |B].

(ii) Pentru orice cardinal finit o, avem cd a < Wg.

(iii) Pentru orice multime A si orice cardinal o, dacd a < |A
atunci existd o submultime B a lui A a.i. |B| = a.

’

(iv) 0 < « pentru orice cardinal c.
(v) 1 < « pentru orice cardinal oo # 0.
(vi) Relatia < este reflexivd si tranzitiva.

Dem.: Exercitiu.
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Cardinale - relatia de ordine

Urma | rezultat este fundamental.

Teorema 2.9 (Teorema Cantor-Schréder-Bernstein)

Fie A si B doud multimi astfel incat existi f :A— Bsig: B — A
functii injective. Atunci A ~ B.

Dem.: (Schitd). Pentru orice n > 0, definim

hp = (gof)":A— A, A,:=hy(A) CA, B,:=hy(g(B))CA.

Evident, hg = 14, Ao = Asi By = g(B). De asemenea, h, este
injectivd pentru orice n € N si hy, o hy, = hp,, pentru orice
m,n € N.

Afirmatia 1: Pentru orice n € N, B,11 C Apr1 € B, C Ap. Prin
urmare, (Ap)nen $i (Bn)nen sunt siruri descrescdtoare de multimi
al nnZO A, = ﬂnzo B,.

Dem.: Exercitiu suplimentar.
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Cardinale - relatia de ordine

urmatoarele notatii:

= ﬂ si, pentru orice n € N, Al := A,—B,, Bl := B,—Api1.

Deoarece hp, g sunt injective, avem ca

A, = An— By = hy(A) — hy(g(B)) = hn(A — g(B)),
B, = By—Ant1 = hy(g(B)) — hni1(A)
= (hn o g)(B) — (hn o g)(f(A)) = (ha o g)(B —f(A))
pentru orice n € N. Se observa usor ca multimile C, Unzo Al si
Unso Br sunt disjuncte doud cate doud.
Afirmatia 2: A= CUU,50 A, YU U,>0 B

Dem.: Exercitiu suplimentar.
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Cardinale - relatia de ordine

f(a) dacd ac CUU,5 A,
®:A—- B, d(a)=<(b dacd a € U, B;, si b este unicul element
din B ai. g(b)=a.

Observdm ca ® e bine definita pe a doua ramur3: deoarece

UB,cBn=58=g(B),

n>0 n>0

avem, n acest caz, a € g(B). Din injectivitatea functiei g, rezult3
cd existd un unic b€ B al. g(b) = a.

Afirmatia 3: & este bijectiva.

Dem.: Exercitiu suplimentar.

Prin urmare, A ~ B. O
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Cardinale - relatia de ordine

a Teoremei Cantor-Schroder-Bernstein este

Teorema 2.10
Relatia < este antisimetric3d, adicd pentru orice cardinale o, [
avem:

a<fsif<aimplicia=p.

Dem.: Fie a = |A| si 8 =|B|. Atunci
> o < [ ddacd existd o functie injectiva f : A — B.
> 3 < «a ddacd existd o functie injectiva g : B — A.

> o =03 ddaci A~ B.
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Cardinale - relatia de ordine

Teorema 2.11

Relatia < este totald, adica pentru orice cardinale «, 5 avem cd
a< psau B <a.

Dem.: Fie a = |A| si § = |B|. Definim
F={(X,f)| X CAsif:X — B este functie injectivd}.
Evident, F este nevida. Definim relatia < pe F astfel:
(X1, h) < (Xo,h) <= X1 C Xz si folx, = fi.

Se observa usor c3 (F, <) este o multime partial ordonats.
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Cardinale - relatia de ordine

1: (F, <) este inductiv ordonats.
citiu.
Aplicand Lema lui Zorn, obtinem c3 F are un element maximal
(Y,g). Deoarece Y C Asi g: Y — B este injectivd, avem c3
Y] < asi|Y] < p. Distingem urmatoarele doud cazuri:
> g este surjectivd. Atunci g este bijectiva, deci |Y| = |B].
Obtinem ca 8 = |B| =|Y| < a.
» g nu este surjectivd. Atunci existd b € B — g(Y). Daca
Y # A, ludm a € A— Y si definim functia f : YU {a} — B
astfel:
fly =gsif(a)=b.
Se observd usor ca (Y U {a},f) e Fsi(Y,g) <(Yuf{a},f),
ceea ce este o contradictie cu faptul c3 (Y, g) este element
maximal al lui . Prin urmare, trebuie sa avem Y = A.
Rezultd atunci cd oo = |A| = |Y| < 5. O
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Cardinale - relatia de ordine

Teorema 2.12

Relatia < este o relatie de ordine totala.

Dem.: Exercitiu.

Rezultd usor ca

Corolar 2.13
Relatia < este o relatie de ordine stricta.

Dem.: Exercitiu.
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Cardinale - relatia de ordine

Propozitia 2.14

Pentru orice multime infinitd A, Yo < |Al|. Prin urmare, orice
multime infinitd are o submultime numa3rabila.

Dem.: Definim inductiv sirul (a,),en din A cu proprietatea c3

aj # aj pentru orice i,j € N,i # j.

Deoarece A este nevida, exista ag € A.

Cum A este infinita, A — {ag} este nevidd, deci existd a; € A a.l.
al 75 a0.-

Cum A este infinita, A — {ap, a1} este nevidd, deci existd a € A
al. ap #apsi ax # a1.

in general, presupunem ca am definit ag, ..., a, € A distincte doua
cate doud. Cum A este infinitd, A — {ao,...,an} este nevid3, deci
exista a,y1 € A diferit de toti ag, ..., an.
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Cardinale - relatia de ordine

unctia f : N — A prin f(n) = a, pentru orice n € N,

rezultd este injectiva. Prin urmare, Xg < |A|.

Deoarece f €ste injectivd, avem cd f(N) ~ N. Rezultd c3 f(N)
este o submultime numarabild a lui A. ]

Propozitia 2.15

Fie o un cardinal finit si 8 un cardinal infinit. Atunci o < (3.
Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.16

Fie A o multime infinitd si F C A o submultime finitd a sa. Atunci
|A—F| = A

Dem.: Exercitiu.
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Suma cardinalelor

Definitia 2.17
Fie a = |A| si p = |B| doud cardinale, reprezentantii A si B fiind
alesi a.i. AN B = (). Definim suma cardinalelor o si 3 prin

a+pB:=|AUB|.

Observatia 2.18

Observdm mai intdi ca pentru orice cardinale o, 5 putem alege
multimi A, B cu |Al = o, |B| = 8 si AN B = 0. Intr-adevsr, dacs
a=|U| si B=|V|, atunci ludm A= U x {1} si B=V x {2}.
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Suma cardinalelor

Observatia 2.19
Definitia operatiei + nu depinde de reprezentanti.

Dem.: Fiea=|A|=|A|, 8=|B|=|B|cu ANB=ANB =0.
Consideram bijectiile u: A — A’ si v : B — B’. Definim
u(x) daca xe€ A

f:AUB— AUB, f(x)=
v(x) dacid x € B.

Se demonstreaza usor ca f este bijectiva. Prin urmare,
a+B8=|AUB|=|AUB|. O
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Suma cardinalelor

Propozitia 2.20
(i) O este element neutru al lui +.
(ii) Operatia + este comutativa si asociativy.
(iii) Pentru orice cardinale «, 3, ,
B <~ implicda+ < a+7.
in particular, « < o + .

Dem.: Exercitiu.
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Suma cardinalelor

Propozitia 2.21

Pentru orice cardinal infinit o, avem o + o = «v.

Dem.: Fie a = |A|. Definim
F={(X,f)|0#XCAsif:Xx{0,1} — X este functie bijectivd}.
Afirmatia 1: F este nevida.

Dem.: Deoarece A este infinitd, putem aplica Propozitia 2.14
pentru a obtine o submultime numarabils X = {x, | n € N} a lui
A. Definim

f:Xx{0,1} = X, f(xn,0)=x2n, f(Xn,1) = x2n41-
Se observa usor c3 f este bijectie. Prin urmare, (X,f) € F. [}
Definim relatia < pe F astfel:
(X1, ) < (Xo, k) == X1 C Xa i fa]x,x{0,1} = f1-
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Suma cardinalelor

r ca (F, <) este o multime partial ordonats.
Afirmatia 2: (F, <) este inductiv ordonata.

Demonstratie: Fie G = (X, f;)ic/ o submultime total ordonat3 a
lui F. Fie X :=J;¢; Xi € A. Definim f : X x {0,1} — X astfel:

daca x € X, alegem un i € [ ali. x € X; si definim
f(x,t) = fi(x, t) pentru orice t € {0,1}.

Definitia lui f este corectd, deoarece pentru orice i,j € I,i # j,
dacd x € X; N X, atunci fi(x, t) = f;(x, t). De asemenea, se
observd usor c3 (X;, f;) < (X, f) pentru orice i € I.

Ramane s3 mai aratam c3 f este bijectiva.
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Suma cardinalelor

am c3 f este surjectivd. Fie y € X arbitrar. Atunci exist3d
X;. Deoarece f; este surjectiva, exista x € X;,
t €{0,1} ai. fi(x,t) =y. Conform definitiei lui f, rezultd c3
f(x,t) =fi(x,t) =y.
Demonstram c3 f este injectiva. Fie x,y € X,s,t € {0,1} a..
f(x,s) =f(y,t). Atunci exista i,j € | al xe Xisiye€X.
Rezultd cd f(x,s) = fi(x,s) si f(y,t) = fi(y, t), deci
fi(x,s) = fj(y, t). Deoarece G este total ordonatd, avem
urmatoarele doud posibilitati:
> (Xi, fi) < (X, f;). Atunci x € X; € X si fj|x,xf0,1} = fi, deci
fi(x,s) = fi(x,s). Obtinem cd fj(x,s) = fj(y, t). Deoarece f;
este injectiva, rezultd cd x =y si s = t.
> (Xj,f;) < (Xi,f;). Se demonstreaza similar ca x = y si s = t.
|
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Suma cardinalelor

ema lui Zorn, obtinem ca F are un element maximal
(Y,g). ar, 0 £Y CAsig:Y x{0,1} — Y este bijectie,
deci | Y % H=1Y].

Afirmatia 3: A — Y este finita.

Demonstratie: Presupunem cd A — Y este infinit3. Din
Propozitia 2.14, rezulta ca A — Y are o submulfime numarabila C.

Obtinem, ca in demonstratia Afirmatiei 1, o bijectie

h: Cx{0,1} — C. Definim

g(x,t) dacd xeY
h(x,t) dacd x € C.
Deoarece g si h sunt bijectii, se arata usor cd p este, de asemenea,
bijectie. Rezultd ca (YU C,p) € Fsi(Y,g) < (Y UC,p), ceea

ce contrazice maximalitatea lui (Y, g). Prin urmare, A— Y este
finita. [

p:(YUC)x{0,1} - YUC, p(x,t):{
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Suma cardinalelor

ropozitia 2.16, avem c3 |Y|=|A—-(A—=Y)| = |A| = a.

Y=Y x{0,1} = [(Y x {0}) U (Y x {1})]
1Y x {0} +|Y x {1} = |Y|+|Y] =a+a O

Propozitia 2.22
Dac3 « si B sunt cardinale cu « infinit si 8 < «, atunci a+ 8 = «a.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.23

Fie o, B cardinale a.i. cel putin unul dintre ele este infinit. Atunci
a+ B = max{a, 5}.

Dem.: Exercitiu.
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Produsul cardinalelor

Definitia 2.24

Fie o = |A| si B = |B| doud cardinale. Definim produsul
cardinalelor o si 3 prin

a-p:=|AxB|.
Observatia 2.25
Definitia operatiei - nu depinde de reprezentanti.
Dem.: Fie a = |A] = |A/|, 8 = |B| = |B’|. Considerdm bijectiile
u:A— A'siv:B— B Definim

f:AxB— A xB', f(ab)=(u(a),v(b)).

Se demonstreaza usor ca f este bijectiva. Prin urmare,
a-B=|AxB|=|A xB. O
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Produsul cardinalelor

Propozitia 2.26
(i) 0- o=« -0 =0 pentru orice cardinal c.
(ii) 1 este element neutru al lui -.

(iii) Pentru orice cardinale «, 3, ,
B <~y implicia-8 < a-7.

(iv) Pentru orice cardinale o, 5 a.i. 8 #0, a < a-f3.
(v) Operatia - este comutativa, asociativd si distributivd fatd de
+.

Dem.: Exercitiu.
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Produsul cardinalelor

Propozitia 2.27
Pentru orice cardinal infinit o, avem o - o« = .

Dem.: Fie a = |A|. Definim
F={(X,f)| X CA X infinitd si f: X — XxX este functie bijectivd}.

Afirmatia 1: F este nevida.

Demonstratie: Deoarece A este infinita, putem aplica
Propozitia 2.14 pentru a obtine o submultime numarabila B C A.
Prin urmare, exista o bijectie g : B — N. Deoarece N x N este
numarabild, existd o bijectie f : N x N — N. Definim

h:BxB— B, h(x,y)=(g'of)(g(x),gly)).

Se aratd usor c3 h este bijectie. Rezults c3 (B, h™!) € F. [ |
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Produsul cardinalelor

elatia < pe F astfel:

) < (X, h) <= X1 C Xosi halx, = fi.

Se observa usor c3 (F, <) este o multime partial ordonats.
Afirmatia 2: (F, <) este inductiv ordonats.

Dem.: Exercitiu.

Aplicand Lema lui Zorn, obtinem ca F are un element maximal
(Y,g). Fie p:=1]Y|. Cum Y este o submultime infinitd a lui A,

avem c3 [ este un cardinal infinit si # < «. Deoarece
g:Y — Y X Y este bijectie, avem ca

() B=IY[=[YxY[=[Y]-|Y|=8-8.
Afirmatia 3: § = «.
Dem.: Exercitiu suplimentar.

Aplicam acum (x) pentru a conclude c3 o - o = a. O
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Produsul cardinalelor

Definim inductiv o pentru orice n € N* astfel:

Propozitia 2.28

Pentru orice cardinal infinit o si orice n € N*, " = a.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.29

Dac3 o si 8 sunt cardinale cu « infinit si 0 # 5 < «, atunci
a-f=q.

Dem.: Exercitiu.
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Produsul cardinalelor

Propozitia 2.30

Fie o, B cardinale nenule a.i. cel putin unul dintre ele este infinit.
Atunci o - f = max{a, }.
Dem.: Presupunem c3 « este infinit. Deoarece < este totals,
avem urmatoarele doua cazuri:
» 5 < a. Atunci max{a, 8} = asi a8 = a, conform
Propozitiei 2.29.
» « < (. Atunci (3 este, de asemenea, infinit, max{a, B} = ( si
a-fB=p-a=p, conform Propozitiei 2.29. O
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Exponentierea cardinalelor

Definitia 2.31
Fie o = |A| si § = |B| doud cardinale. Definim

o’ .= |AB| = |Fun(B, A)|.

Observatia 2.32

Definitia lui o® nu depinde de reprezentanti.

Dem.: Fie a = |A] = |A/|, B = |B| = |B’|. Considerdm bijectiile
u:A— A'siv:B — B'. Definim ®: Fun(B,A) — Fun(B', A’)
astfel:

pentru orice functie f : B — A, ®(f):=uofovl:B — A,

Se demonstreaz3 usor c3 ® este inversabild, inversa sa fiind
V: Fun(B',A) = Fun(B,A), V(g)=ulogov
Prin urmare, o® = |Fun(B, A)| = |Fun(B’, A')|.
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Exponentierea cardinalelor

Observatia 2.33
(i) Pentru orice cardinal t, 1% = 1,a° = 1.

(ii) Pentru orice cardinal nenul &, 0% = 0.

Dem.: Exercitiu.

Lema 2.34

Fie A, B, C multimi. Atunci
(i) Fun(A, Fun(B, C)) ~ Fun(A x B, C).
(ii) Fun(A, B x C) ~ Fun(A, B) x Fun(A, C).
(iii) Dacd in plus AN B =0, atunci
Fun(AU B, C) ~ Fun(A, C) x Fun(B, C).

Dem.: Exercitiu.
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Exponentierea cardinalelor

Propozitia 2.35

Fie o, B, v cardinale arbitrare.
(i) &P =af a7, (a-B) =737 si(aP) =ab.
(ii) Dacd oo < 3, atunci o < (7.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.36

Fie oo un cardinal infinit si 3 un cardinal a.i. 2 < § < 2%. Atunci
IBO( — 20é'

Dem.: Exercitiu.
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Exponentierea cardinalelor

Propozitia 2.37

Fie v un cardinal.

(i) Pentru orice reprezentant A al lui «, are loc |P(A)| = 2¢.

(i) o < 2%,

Dem.: Fie a = |A].

(i) Avem c3d 2% = |Fun(A,{0,1})|. Definim

V:P(A) — Fun(A,{0,1}), W(B)= xs,
unde xp este functia caracteristicad a submultimii B a lui A.
Se demonstreaza usor ca W este bijectiva.

(ii) Deoarece functia f : A — P(A), f(a) = {a} este injectiva,
avem cd o < 2. Conform (S1.1), nu existd functii surjective
cu domeniul A si codomeniul P(A). Rezultd cd a # 2. Prin
urmare, o < 2%. O]



Cardinale

Propozitia 2.38

Fie o un numdr cardinal si (A;)ie; o familie de multimi a.i.
|Ai| < « pentru orice i € I. Atunci

‘UielAi} <a-|l

Dem.: Fie a = |A|. Pentru orice i € I, deoarece |A;| < «, existad o
functie injectiva f; : A; — A.
Definim f : [ J;c; Ai — A x | astfel:

dacd a € |, Ai, alegem i, € | cu a € A;, si definim

f(a) = (fi,(a), ia)-
Rezultd usor ca f este injectivd: dacd a, b € [J;c; Aj sunt a.l.
(fi,(a),is) = (fi,(b), ip), atunci iy = ip si fi,(a) = f;,(b). Rezultd c3
fi,(a) = fi,(b), deci a = b, deoarece f;, este injectiva.

a

Prin urmare, ‘U,-E,A,-‘ <|AxI|=a-|l. O
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Cardinale

Propozitia 2.39

Fie o = |A|, B = |B| doud cardinale nenule. Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) a <B.

(ii) Existd o functie surjectivi g : B — A.

Dem.: (i)=(ii) Fie f : A — B injectiva. Fixdam ag € A. Definim

ap dacd be B—f(A)
g:B—=A, g(b)=4qa dacibec f(A)sia este unicul element
din A ai. f(a)=b.

Deoarece f este injectiva, g este bine definitd. De asemenea, se
observad imediat c3 g este surjectiva.



Cardinale

(i)=(1)

element b,

: B — A surjectiva. Pentru fiecare a € A, alegem un
B ai. g(b,) = a. Definim

f:A— B, f(a)=b,.
Se aratd usor cd f este injectiva: dacd aj,ap € A al. by = b,,,

atunci a1 = g(ba,) = g(ba,) = az. Prin urmare, a < . O

Propozitia 2.40

Pentru orice multime infinitd A,

Uner- A" = |A.

Dem.: Exercitiu.



Cardinale

Propozitia 2.41

Fie A o multime infinitd si P¢(A) multimea tuturor submultimilor
finite ale lui A. Atunci |P¢(A)| = |A|.

Dem.: Definim functia g : A — P¢(A), g(a) = {a}. Deoarece g
este injectiva, rezulta ca
Al < [Pr(A)].

Prin urmare, Pr(A) este o mulfime infinit. Fie P’ = Pr(A) — {0}.
Conform Propozitiei 2.16, avem c3 [P’| = |P¢(A)|.
Definim h: J,cn A" — P astfel:
dacd a=(a1,...,ap) € A" (n > 1), atunci h(a) = A, unde A’ este

multimea obtinuta luand toti a; diferiti.
Se observa usor cd h este surjectivd. Aplicand Propozitiile 2.39 si
2.40, rezultd 3 [Pr(A)| = [P'| < |Upen A" = |A-
Aplicdm Teorema Cantor-Schréder-Bernstein. O



Cardinale - numarabilitate

Propozitia 2.42

(i) Dacs A este num&rabils, atunci A* este numdarabils pentru
orice k € N*.

(ii) Orice submultime infinitd a unei multimi numd&rabile este
numdrabila.

(i) O reuniune cel mult numarabild de multimi cel mult
numdrabile este cel mult numdarabila.

(iv) Z este numdarabild.

(v) Q este numdarabila.

Dem.:

(i) Avem c3 |A| = Rg. Prin urmare, |AK| = RS = Xy, conform
Propozitiei 2.28.

(ii) Fie B o multime num3rabild si A C B o multime infinita.
Atunci |A] < |B| = Xg. Pe de alt3 parte, avem din
Propozitia 2.14 c3 Xy < |A|. Aplicdm Teorema
Cantor-Schroder-Bernstein. o6



Cardinale - numarabilitate

< g -|l| conform Propozitiei 2.38

< Vg -Np din Propozitia 2.26.(iii)
Ng din Propozitia 2.27.

(iv) Z=NUA, unde A= J,cn-{—n}. Aplicdm (iii) de douad ori
pentru a obtine cd A este cel mult numarabila si, apoi, ca Z
este cel cel mult numarabila. Cum Z este infinita, avem ca Z
este numarabila.

(v) Pentru orice n € N*, fie A, :== {" | m € Z} si
fn 1 Z — An, f(m) = 7. Este evident c3 f, este bijectivd,
deci A, este numarabild pentru orice n € N*. Deoarece
Q = U, en- An, aplicam (iii) si faptul ca Q este infinita. O

67



Cardinale

Propozitia 2.43

2R — ¢

Dem.: D&nstrém cd ¢ = |P(N)]| si apoi aplicdm
Propozitia 2.37.(i). Definim urm3toarea functie

o0

®:P(N) »R, o(A)=Y 2X§‘,(i).
i=0

Demonstram ca seria considerata mai sus este convergenta.
Deoarece seria este cu termeni pozitivi, e suficient sa aratam c3

. . 2 [ . o
sirul sumelor partiale <Z7—0 Xé‘,(')) este majorat. Observam
- neN

ca, pentru orice n € N, avem

n . n n 1
2x () 2 &1 =)
,-Z; 5 S,Z_;?_z,;?)’_z o1 < 3.

Asadar, ® este bine definita.



Cardinale

1: ® este injectiva.

je: Presupunem c3 A # B si demonstram ca
®(A) £ ®©(B). Deoarece A si B sunt diferite, existd

I :==min{i € N | xa(i) # xg(i)}. Presupunem farg a restrange
generalitatea ca XA(/) = 0si xg(/) = 1. Definim

= o7 dacd #0 si a:=0dacd [ =0.

i=0
Pentru orice n > | + 1 avem

" 2x4(i) 2:0 & 2xali) 2 "1
Z 3i = Q+T+'Z 3i §3+3I+1 Z ?
i=0 i=l+1 i=0

21— (1) 2 1

= a—|—

3T T 1 <a +3/+1'g:a+

? .



Cardinale

Rezu -
2xa(i) 1
O(A) =) o <atagp
i=0
Pentru orice n > [ + 1 avem
n . n .
2x5(1) 2-1 2xs(/) 2
> o = At t 3 Zat g
i=0 i=1+1

Asadar,

[e.o]

2 j 2 1
(D(B):Z XB(I) >a+?>a+—.

i=0 3T 3
Obtinem astfel cd ®(A) < ®(B), deci ®(A) # ®(B).
Cum O este injectivd, avem ca

(x) IPN)| <e



Cardinale

Deoa
functia

Q este numarabila, exista o bijectie j : N — Q. Definim

V:R—P(N), V(r)={neN]|jn) <r}.

Afirmatia 2: V este injectiva.

Demonstratie: Fie r; # r» doud numere reale. F3r3 a restrange
generalitatea, putem presupune cd r; < r». Deoarece QQ este densa
n R, exista g € Q astfel Tncat 1 < g < rp. Cum j este bijectiva,
existd me N alf j(m)=gq. Rezultd cd m € V(rp) si m ¢ V(r1),
demonstrand astfel cd W(r) # V(r). |

Prin urmare,

(xx) ¢ <[P(N)].

Aplicam Teorema Cantor-Schréder-Bernstein pentru a obtine, din
(*) si (**), cd ¢ = [P(N)]. O



Cardinale

Propozitia 2.44

R nu este num3rabil3.

4
Dem.: Aplicind Propozitiile 2.43 si 2.37.(ii), obtinem c3
Ng < 280 — ¢, deci Ng 7& C.

Lema 2.45

Pentru orice numere reale a < b, ¢ < d, |(a, b)| = |(c, d)|.

Dem.: Exercitiu.

Propozitia 2.46

Pentru orice numere reale a < b,

|(a, b)| = [[a, b)| = [(a, b]| = [[a, b]| = ¢.

Dem.: Exercitiu.



