FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 2

(S2.1) Demonstrati urmatoarele:

(i)
(i)
(i)
(iv)

(v)
(vi)

Pentru orice multimi A, B, daca A C B, atunci |A| < |B].
Pentru orice cardinal finit o, avem ca a < Ng.

Pentru orice multime A si orice cardinal «, daca o < |A|, atunci exista o submultime
Balui A al |B|=a.

0 < « pentru orice cardinal a.
1 < «a pentru orice cardinal a # 0.

Relatia < este reflexiva si tranzitiva.

Demonstratie:

(i)

(i)

(i)

Fie A, B ai. A C B. Daca A =), atunci Fun(, B) are un singur element, functia
vida, care este injectiva. Presupunem ca A este nevida. Atunci functia incluziune
ta:A— B, ta(a) = a este injectiva. Prin urmare, |A| < |B].

Avem ci a = |A|, unde A = () sau A ={0,1,...,n— 1} pentru un n € N*. Deoarece
A C N, aplicam (i) pentru a obtine ca a < Ny. Ramaéne sa aratam ca a # No.
Demonstram ca o functie h : A — N nu poate fi surjectiva. Deoarece h(A) este o
submultime finita a lui N, exista M := maxh(A). Atunci M + 1 ¢ h(A).

Fie a = |C|. Deoarece o < |A|, exista o functie injectiva f : ¢ — A. Luam
B := f(C). Atunci B C Asi |B| =|C| = a.

Fie o = |A|. Deoarece () C A, rezulta din (i) ca 0 = || < |A| = a.

Fie a = |A|. Deoarece @ # 0, rezulta ca A # (), deci exista a € A. Atunci {a} C A
si, conform (i), 1 = |[{a}| < |A| = a.

Fie a = |A|, = |B| si v = |C| cardinale.

Deoarece 14 : A — A este bijectie, rezulta ca o < . Prin urmare, < este reflexiva.
Presupunem ca o < § si f < 7. Atunci exista functiile injective f : A — B si
g: B — C. Rezultaca h:=go f: A — (C este injectiva, deci a < ~. Agadar, < este
tranzitiva. O]




(S2.2) Fie A, B multimi arbitrare. Definim
F={(X,f)| X CAgi f:X — B este functie injectiva}
si relatia < pe F astfel:
(X1, i) < (Xa, f2) <= X1 C Xo s fo|x, = f1.

Demonstrati ca (F, <) este inductiv ordonata.
Demonstratie: Evident, F este nevidd (putem alege X = 0 si f functia vidd). Se
observa usor ca (F, <) este o multime partial ordonata.
Fie G = {(X,, fi) | ¢ € I} o submultime total ordonata a lui F. Fie X := UXi C A
icl
Definim f : X — B astfel:
daca x € X, alegem un i € I al. z € X; si definim f(x) = fi(z).

Demonstram mai intai ca definitia lui f este corecta. Fie i,5 € I,i # j ai. =z € X; N Xj.
Trebuie sa aratam ca fi(xr) = f;(x). Deoarece G este total ordonata, avem (X, f;) <
(X, f;) sau (X;, f;) < (X, fi). In primul caz, rezulta ca X; C X; si f; = fi|x,, deci
fi(z) = fi(z). Cel de-al doilea caz se trateaza similar.
De asemenea, se observa usor ca (X;, f;) < (X, f) pentru orice i € I.
Demonstram in continuare ca f este injectiva. Fie z,y € X cu f(z) = f(y). Atunci exista
i,jel al ze X;siye Xj. Rezulta ca f(z) = fi(x) st f(y) = f;(y), deci fi(z) = f;(y).
Deoarece G este total ordonata, avem urmatoarele doua posibilitati:

(i) (X;, fi) < (Xj, f;). Atunci z € X; C X, si fi = fi|x,, deci f;(z) = fi(z). Obtinem

ca fj(z) = fj(y). Deoarece f; este injectiva, rezulta ca x = y.

(i) (Xj, f;) < (Xi, fi). Se demonstreaza similar ca z = y.

Agadar, (X, f) € F este un majorant al lui G. Prin urmare, (F, <) este inductiv ordonata.

[
(S2.3) Demonstrati ca pentru orice numere reale a < b, ¢ < d, |(a,b)| = |(c,d)]|.
Demonstratie: Definim
d—
f:(a,b) = (¢,d), f(z)= 2 C(x — a) + ¢ pentru orice = € (a,b).
—a

Definitia lui f este corecta: daca a < x < b,avemcal<zr—a<b—agi0< %(1‘ —a) <
d— ¢, deci ¢ < f(z) < d. Definim

h—
g:(c,d) = (a,b), ¢gly) = 7 a(y — ¢) 4+ a pentru orice y € (¢, d).
—c
Se observa ugor ca f i g sunt inverse una celeilalte. Prin urmare, f este bijectiva, deci
|(a,b)] = [(c, d)]. O
(S2.4) Demonstrati ca pentru orice numere reale a < b, |(a,b)| = c.
Demonstratie: Stim ca functia tg : (_7”, g) — R este bijectiva. Prin urmare, ¢ =
|(55,%)|- Aplicdm acum (S2.3) pentru a obtine ci |(a,b)| = [(F, )| =« O
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