FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 3

(S3.1) Demonstrati ca daca « gi 8 sunt cardinale cu « infinit si 8 < «, atunci a + = «a.
Demonstratie: Obtinem

a a+ 0 din Propozitia 2.20.(i)
a+ [ din Propozitia 2.20.(iii), deoarece, conform Propozitiei 2.8.(iv), 0 < 3
a + «  din Propozitia 2.20.(iii), deoarece, din ipoteza, f < «

Q@ din Propozitia 2.21, deoarece, din ipoteza, a este infinit. ]
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(S3.2) Demonstrati urmatoarele proprietati ale produsului cardinalelor.
(i) 0-a = -0 =0 pentru orice cardinal a.
(ii) 1 este element neutru al lui -.

(iii) Pentru orice cardinale «, 3, 7,
£ <~ implica a- 8 < a - 7.
(iv) Pentru orice cardinale o, 5 ai. §#0, a < «a-f.
(v) Operatia - este comutativa, asociativa si distributiva fata de +.
Demonstratie: Fie a = |A|, §=|B|siy=|C]|.
(i) Avemca 0-a=|0x Al =[0|=0sia-0=|Ax 0| =10 =0.

(ii) Deoarece, conform (i), 1-0 = 0-1 = 0, putem prespune ca o # 0, deci ca A este
nevida. Atunci functiile

f:A— Ax{0}, f(a) = (a,0)sig: A— {0} x A, g(a) = (0,a)
sunt bijectii, deci A ~ A x {0} ~ {0} x A. Obtinem

a-1=|Ax{0}=]A=asil a=[{0}xA =4 =a



(iii) Daca a = 0 sau § = 0, atunci « - 3 Yo < a-~v. Daca v = 0, atunci trebuie sa
avem [ = 0, deci, din (i), -8 = 0 = « - 7. Presupunem ca «, 3, v sunt nenuli,
deci ca multimile A, B, C sunt nevide. Deoarece 8 < ~, exista o functie injectiva
f: B — C. Definim

g:AxB—AxC, g¢g(a,b)=(a, f(b)).
Se observa usor ca g este injectiva. Prin urmare,

a-f=|AXB|<|AxCl=a"7.

(iv) Deoarece 8 # 0, avem, conform Propozitiei 2.8.(v), ca 1 < . Obtinem

(i) (i)
a=a-1 < a-p.

(v) Daca A sau B este vida, atunci o« = 0 sau = 0, deci «- 8 = -« = 0. Presupunem
ca A ¢i B sunt nevide. Definim f: Ax B — B x A, f(a,b) = (b,a). Atunci f este
bijectie, prin urmare

a-B=|AxB|=|BxAl=p-q.
Avem ca
(a-B) -y =|Ax Bl -4 =|[(Ax B)x C| = [Ax (BxC)|=a-|BxC|=a-(8-7).
Presupunem ca B si C sunt disjuncte. Obtinem ca

a-(f+7v) = a-|BUC|=|AXx(BUC)|=[(AxB)U(AxC)|=]|AxB|+|AxCC|
= a-Bb+a-v. O

(S3.3) Fie A o multime infinitd. Demonstrati ca |J, oy A”‘ = |A|.
Demonstratie: Deoarece A = Al C UneN* A", avem ca

Al < | A,
neN*
Conform Propozitiei 2.28, avem ca |A"| = |A|™ = | A| pentru orice n € N*. Rezulta ca
\Uner- A" < |A] - N7 din Propozitia 2.38
= |A]- N din Propozitia 2.16
= max{|A|,Ny} din Propozitia 2.29
= |A] din Propozitia 2.14.
Aplicam Teorema Cantor-Schroder-Bernstein pentru a obtine ca | J, oy A"| = |A]. O

(S3.4) Fie a, 3, v cardinale arbitrare. Demonstrati urméatoarele:
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(i) ot =al . o, (a-B)=a” 37 si (aﬁ)v = aP.
(ii) Daca o < 3, atunci o” < 7.
Demonstratie:
(i) Fiea=|Al, B=|B|siy=|C| cu BNC = (. Aplicim Lema 2.34 pentru a obtine
BUC,A)| = |Fun(B,A) x Fun(C, A)|
B,A)| - |Fun(C, A)| = o” - a7,
|Fun(C, A x B)| = |Fun(C, A) x Fun(C, B)|
|Fun(C, A)| - |Fun(C,B)| =a” - 7,
(@®) = |Fun(C, Fun(B, A))| = |Fun(C x B, A)| = o/*Bl = 7% = o7

deoarece - este comutativa.
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(ii) Deoarece a < f3, exista o injectie f : A — B. Definim functia
O : Fun(C,A) — Fun(C,B), ®(h)= foh.

Demonstram ca ¢ este injectiva. Fie hy,hy : C — A. Atunci ®(hy) = P(hs)
<= f(hi(c)) = f(ha(c)) pentru orice ¢ € C' <= hy(c) = hy(c) pentru orice ¢ € C
(deoarece f este injectivd) <= hy = hs.

Rezulta ca a” = |[Fun(C, A)| < |Fun(C, B)| = 8. O

(S3.5) Fie a, 8 cardinale astfel incat cel putin unul dintre ele este infinit. Demonstrati ca
a+ f =max{a, 5}.

Demonstratie: Presupunem fara a restrange generalitatea ca « este infinit. Deoarece <
este totala, avem urmatoarele doua cazuri:

(i) B < a. Atunci max{«, } = a si a + = «, conform Propozitiei 2.22.

(ii) a < 5. Atunci [ este, de asemenea, infinit, max{a, 8} = fsia+ 5=+ a = [,
conform Propozitiei 2.22. O]



