FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 4

(S4.1) Fie LP logica propozitionala. Sa se arate urmatoarele:
(i) Multimea Fxpr a expresiilor lui LP este numarabila.
(ii) Multimea Form a formulelor lui LP este numarabila.

Demonstratie:

(i) Avem ca Expr = J, oy Sim”™ = {A\} U, ey Sim". Deoarece Sim =V U{=,—,(,)}
i V' este numarabild, obtinem, ca [Sim| = |V| + [{—,—,(,)}| = Ro +4 = Rq. Deci
Sim este numarabila. Conform Propozitiei 2.42.(i), rezulta ca Sim™ este numarabila
pentru orice n > 1. Aplicand Propozitia 2.42.(iii) rezulta ca Expr este cel mult
numarabila. Deoarece Sim C FExpr si Sim este numarabila, rezulta ca Expr este,
de asemenea, numarabila.
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(ii)) Avem ca V. C Form C Expr. Prin urmare, Ry = |V| < |Form| si |[Form| <
|Expr| = Rg. Aplicand Teorema Cantor-Schroder-Bernstein, obtinem ca |Form| =
Ny. Prin urmare, F'orm este numarabila.

(S4.2) Sa se arate ca pentru orice formula ¢, numarul parantezelor deschise care apar in
© coincide cu numarul parantezelor inchise care apar in .

Demonstratie: Pentru orice formula ¢ notam cu () numarul parantezelor deschise si
cu r(y) numarul parantezelor inchise care apar in (.
Definim urmatoarea proprietate P: pentru orice formula ¢,

© are proprietatea P ddaca l(¢) = 7(¢).

Demonstram ca orice formula ¢ are proprietatea P folosind Principiul inductiei pe formule
(Propozitia 3.6). Avem urmatoarele cazuri:

e o =ve V. Atunci l(¢) =1(v) =0=r(v) =r(p).
o ¢ = (—) si ¢ satisface P. Obtinem I(p) =(¢)) + 1 =7r() + 1 =r(p).

o 0= (1 — x) s, x satisfac P. Obginem (@) =1(¢) +1(x) +1=7r)+r(x)+1=
r()-



(S4.3) Sa se dea o definitie recursiva a multimii variabilelor unei formule.

Demonstratie: Se observa ca Var : Form — P(V) satisface urmatoarele conditii:
(RO) Var(v) = {v}

(R1)  Var(—¢) =Var(y)
(R2) Var(e — 1) =Var(e)UVar(y).

Aplicam Principiul recursiei pe formule pentru A = P(V') si pentru

Go:V = A, Go(v) = {v},
G.:As A G)=T,
G, :AxA— A G,(,A)=TUA.

pentru a concluziona ca Var este unica functie care satisface (R0), (R1) si (R2).
(S4.4) Sa se arate ca pentru orice e : V' — {0, 1} si pentru orice formule ¢, ¢ avem:
(1) eT(p Vi) =e(p) Ver(v);
(ii) eT(pAy) = e () Aet(¥).

Demonstratie:

(i) Avem ca
e (p V) et (mp =) = e (p) = " (¥) = e (p) = e (¥)
e (p) Ve (y).

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1} avem ~z =y =z V y:

—~
*
~

T Yyl x| w—=>ylrVy
1 1,0 1 1
1 0|0 1 1
0 1] 1 1 1
0 0] 1 0 0
(ii)) Avem ca
ef(pAY) = ef(m(p = ) ==e"(p = ) ==(e(p) > e (70))
= (e (p) = met ()
2 ) netw)

Pentru (**), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1} avem =(z = ~y) = x A y:

z y|ly ey a@—=y) [TAy
1 10 0 1 1
1 0|1 1 0 0
0 1|0 1 0 0
0 0] 1 1 0 0




(S4.5) Demonstrati ca, pentru orice formule ¢, 1, avem:
(i) ¥ E ¢ ddaca F ¢ — ¢ ddaca et (¢) < et(g) pentru orice evaluare e : V' — {0, 1}.
(ii) ¢ ~ 1 ddaca F ¢ <+ 1 ddaca et (p) = et (1)) pentru orice evaluare e : V- — {0, 1}.
Demonstratie:
(i) Avem ca

Y E e <= pentruorice e: V — {0,1}, e F ¢ implica e F ¢
<= pentru orice e : V — {0, 1}, daci e (¢)) = 1, atunci e’ (p) =1
<= pentru orice e : V — {0,1}, et (v) < et ()

si
Fiy—¢p <= pentruoricee:V — {0,1}, e"(¢p — ¢) =1
<= pentruorice e : V — {0,1}, et () = eT(p) = 1
<= pentruorice e : V — {0,1}, e"(¢) < et ()

(ii) Avem ca

o~ <<= Mod(p) = Mod(v)) <= Mod(yp) C Mod(v) st Mod(1)) C Mod(p)
—= pFYsivEp
PUN pentru orice e : V — {0,1}, e™(p) < e (¥) si et (¢) <et(p)
<= pentruorice e : V — {0,1}, et (p) = e (¢)

si

>

Fpr1p < pentruoricee:V —{0,1}, et (p <) =1
<= pentruorice e : V. — {0,1}, e"(¢) > e"(¢») =1 din Prop. 3.12
<= pentru orice e : V — {0,1}, e (p) = e (¢).

(S4.6) Aritati c& pentru orice formule ¢, 1, y, avem:
(i) v F o=

(i) (p =)A= X)Fe—=X;

(iii) ¢ = (¥ = x) ~ (e AY) = Xx;
)

(iv) eV (pAp) ~



(V) e A= x~(p—Xx) V(¥ —X);
(Vi) E—p = (0 < (¥ = ¢)).

Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a,b € {0, 1},

1—=a=a,
1Aa=a,

sia=+b=1<=a<b

a—1=1,
OAa=0,

0—=a=1,
1Va=1,

(i) Fiee:V — {0,1} al. ek 1, deci et (¢) =1. Avem ca

(iii)

(=) =ec(p) > et () =e(p) > 1=1

Prin urmare, e F ¢ — .

a—0=a,
OVa=a

Fiee:V = {0,1} al ek (¢ = ¥)A (W = x), deci et ((p = V) A (Y — x)) = 1.

Avem ca

L=e"((p =)A= X)) =(e"(0) = e (W) A(e(¥) = e (X)),

de unde tragem concluzia ca et (p) = et () = 1 si et (¢) = et (x) = 1.

Prin

urmare, et () < et () si et () < et (x). Obtinem atunci, din tranzitivitatea lui <,

ca et (p) < et (x). Rezulta ca

ef(p—x)=e(p) e (x)=1

Prin urmare, e F ¢ — x.

Fie e : V — {0, 1} o evaluare arbitrara. Conform (S4.5).(ii), trebuie sa demonstram

ca

deci ca

o= W —=x)=c(eA—x),

e () = (€7 (¥) = e" (X)) = e"(p) AeT (1) = T (X).

Metoda 1: Ne folosim de urmatoarele tabele:

(o) (W) () | e (W) = et () [ () = (e () = (W)
1 1 1 1 1

1 1 0 0 0

1 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 1 1 1

0 1 0 0 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1




(iv)

et(p) et(®) et(x) | et (@) Aetw) | et (p) Aet () = et(y)
1 1 1 1 1

1 1 0 1 0

1 0 1 0 1

1 0 0 0 1

0 1 1 0 1

0 1 0 0 1

0 0 1 0 1

0 0 0 0 1

Metoda 2: Rationam direct. Avem cazurile:

(a) eT(p) =0. Atunci

eH(p) = (e (@) 2 et () = 0= (eF(¥) = et () =1,
()Nt (W) et (x) = 0Ae"(¥) = e () =0—2e"(x) =1

(b) e*(¢) = 1. Atunci

()= (W)= e(x) = 1= (" (W)= e (x) =" (¥) = e (x),
() het () et (x) = 1A () = et (x) =e"(¥) = e (x).

Fie e : V' — {0, 1} o evaluare arbitrara. Conform (S4.5).(ii), trebuie s demonstram
ca

e(pV(pAY)) =e(p), decicd e (p)V (e (p)Aet(¥))=e"(p).
Avem cazurile:
(a) e*(p) = 1. Atunci
(@) V(e (@ Ae () =1V (IAe () =1Ve () =1=c"(p).
(b) e*(y) = 0. Atunci
e (@) V(e (@ Ae™ () =0V (0Ae (¥)) =0V0=0=c"(p).

Fie e : V — {0, 1} o evaluare arbitrara. Conform (S4.5).(ii), trebuie sa demonstram
ca

e (oA = x)=e((p =) V(= X)),
deci ca

(e (@) Aet (W) = e (x) = (e" () = e (X)) V (e"(¥) = eF(x)).

Avem cazurile:



(a) et (p) =0. Atunci

(@) Ae (@) =e(x) = (0AeT(¥) = e (x)
= 0=c(x)=1,
€@ =2e )V @ —2e(x) = 0=e"(x) V(e (¥) = e (x)
= 1V(e (@)= e(x) =1

(b) et (p) = 1. Avem urmatoarele subcazuri:
(bl) e*(¢)) = 0. Atunci

(e (@At (@) = e (x) = (1A0)=e(x)
0—=e"() =1,
(I=e"() V(0= e (x)

ef(x)V1=1.

(€™ (@) = " (X)) V (e"(¢)) = e"(x))

(b2) et (1)) = 1. Atunci

(e" (@) Aet (1) = e (x) (IAL) = ef(x) =1—=e"(x)

e (x),
(I=e" () V(I—=et(x)
() Ve (x) =e(x)

(€™ (@) = e (X)) V (e"(¥) = e" (X))

(vi) Fiee:V — {0,1} o evaluare arbitrara.
e (mp = (Y & (b = ) = =et(p) = (me" (¥) ¢ (e7(¥) = €T (9)))-
Avem cazurile:

(a) eT(¢) = 1. Atunci me™(¢) = 0 i, prin urmare,

net(p) = (met (W) & (7 (¥) 2 et (9)) = 0= (ne"(¥) & (7 (¥) = ()
1.

(b) et (p) = 0. Atunci me*(p) = 1 si, prin urmare,

net(p) = (met(Y) & (7 (¥) = e () L= (2e™ () & (e7(¢) = 0))
—et (1) & (e7(¢) = 0)

—et () ¢ et (1)

1.



