FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 5

(S5.1) Aritati ci pentru orice formule ¢, ¥, x, avem:
(i) v e =
(i) (= V)ANW =X Fe—= X
(i) ¢ = (¥ = x) ~ (P AY) = X5
(iv) @V (e Ah) ~ ¢;
(V) e A = x~ (0= x)V (¥ = X);
) E e = (Y e (Y — ).

Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a,b € {0, 1},

(vi

1—=a=a, a—1=1, 0—=a=1, a— 0= -a,
1Aa=a, 0OAa=0, 1Va=1, OVa=a

sia >b=1<=a<
(i) Fiee:V — {0,1} ai. e =, deci et () = 1. Avem ca
(o) =e(p) > e () =e(p) > 1=1
Prin urmare, e = ¢ — 9.

(ii) Fiee: V = {0,1} ai e (p = ¥) A (¢ — x), deci et ((¢ = V) A (¥ — X)) = L.

Avem ca

L=e"((p =)A= X)) =(e7(p) = e (1)) A (e7(1)) = €7 (X)),

de unde tragem concluzia ca et (p) = et () = 1 gi et () = eT(x) = 1. Prin
urmare, et () < et (¥) si et(¥) < eT(x). Obtinem atunci, din tranzitivitatea lui <,
ca et (p) < ef(x). Rezulta ca

ef(p—=x)=e(p) > e (x) =1

Prin urmare, e = ¢ — x.



(iii) Fie e : V — {0,1} o evaluare arbitrara. Conform (S4.5).(ii), trebuie s& demonstram
ca
(o= W —=x)=e(prd—X),
deci ca
e (p) > (") = e (X)) =€ (@) A e () = " (X).

Metoda 1: Ne folosim de urmatoarele tabele:

(o) et (W) () e ) = () | et (0) = (7 () = e (X))
1 1 1 1 1

1 1 0 0 0

1 0 1 1 1

1 0 0 1 1

0 1 1 1 1

0 1 0 0 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 1

H(p) et (¥) () | et (@) A et () | (@) A () = et (X)

1 1 1 1 1

1 1 0 1 0

1 0 1 0 1

1 0 0 0 1

0 1 1 0 1

0 1 0 0 1

0 0 1 0 1

0 0 0 0 1

Metoda 2: Rationam direct. Avem cazurile:
(a) et (p) =0. Atunci

ef(p) = (" (W) = e(x) = 0= (e*(
(@) ANet(P) = ef(x) = 0Ae™ (¥

(b) et (¢) = 1. Atunci

P) = et (x) =1,
)= et (x) =0— ef(x) = 1.

e(p) = (W) = e"(x)) = 1= (e"(¥) = e"(x)) =e () = " (x),
ep)Aet (W) = ef(x) = 1A (¥) = ()=€+¢) et (x)-
(iv) Fie e : V' — {0,1} o evaluare arbitrara. Conform (S4.5).(ii), trebuie s& demonstram

ca

e eV (pAv)) =e(p), decicd e'(p)V (e"(p) Ae(¥))=e"(p)

Avem cazurile:



(a) e*(¢) = 1. Atunci
(@) V(e (@) Aer @) =1V (LA (¥)=1Ve'(¥)=1=c"(p).
(b) e*(p) = 0. Atunci
(@) V(e (@Aer®)=0V(0Aer(¥)=0V0=0=c"(p).

(v) Fiee:V — {0,1} o evaluare arbitrara. Conform (S4.5).(ii), trebuie sa demonstram
ca
efeny—=x)=e (¢ = x) V([ —=x)
deci ca

(e (@) Aem () = e (x) = (eT(w) = e (X)) V (e"(¥) = e (x)).

Avem cazurile:

(a) et (p) =0. Atunci

(€™ () A e (¥)) = e (x)

(O A €™ (1)) = e (x)
0=ef(y)=1

(0= e(x)) V (e"(¢) = €7 (X))
1V (e () = e () = 1.

(e"(p) = (X)) V (e (¥) = e" (X))

(b) e*(¢) = 1. Avem urmatoarele subcazuri:
(b1) e™(¢)) = 0. Atunci

(e (@) At (@) = e (x) = (LA0)—=e'(x)
0—e"(x) =1,
(L= (0) Vv (0—e"(x)

= ef(y)vi=1

(€™(p) = ")) V (€7 () = e"(x)

(b2) et (¢)) = 1. Atunci

(e7() A e" (1) = et (x) (IA1) = ef(x)=1—=e"(x)

e (x),
(I=e"(x)V(Q=e(x)

e (x) Ver(x) =e (x)

(e"(p) = e (X)) V (e (¥) = e"(x))

(vi) Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrara.

e (e = (= (=)= net(p) = (e (V) & () = e (9))).

Avem cazurile:



(a) eT(p) =1. Atunci = e*(p) = 0 si, prin urmare,

()2 (nef (@) e (eTW) 2 et(9) = 0 (ne () & (e (¢) = e'(9)))
= 1

(b) eT(¢) =0. Atunci = e*(¢) = 1 i, prin urmare,

met(p) 2 (net(W) e (T (W) 2 e(p) = L= (ne ()« (e7() = 0)

(S5.2) Confirmati sau infirmati:
(i) pentru orice ¢, € Form, = ¢ A1 daca gi numai daca = ¢ §i | 9
(ii) pentru orice p, 9 € Form, = ¢ V 1 daca si numai daca = ¢ sau = 1.
Demonstratie:

(i) Este adevarat. Avem:

EpAtY <= pentruoricee:V — {0,1},e" (o A) =1
<= pentruorice e : V. — {0,1},et(p) A et () =1
<= pentruorice e: V — {0,1},e(¢) =1sgiet(v) =1
<= pentruorice e : V — {0,1},e"(p) = 1 si
pentru orice e : V — {0,1}, et () = 1

= FEpsiEv

(ii) Nu este adevarat! Daca luam e; : V. — {0,1}, e;(z) = 1 pentru orice x € V si
ey V — {0,1}, ea(x) = 0 pentru orice x € V| avem ca ey [~ —wy si ea - vo, deci vy
si =y nu sunt tautologii, pe cand vy V —wy este tautologie.

(S5.3) FieI' U {p, v} C Form. Sa se demonstreze:
(i) DacaI' = o 5i ' = ¢ — 9, atunci I' = 4.
(ii) T U{p} E ¢ daca si numai daca I' = ¢ — 9.
(ili) I' = @ A9 daca si numai daca I' = o si T = 9.
Demonstratie:

(i) Fie e un model al lui I'. Vrem s& aratam ca e este model al lui . Cum I' = ¢ si
F'Ep—o¢,aveme EpsielE o — . Atunci et (p) = 15i et (p — ¢) = 1.
Deoarece et (p — 10) = eT(p) = et () =1 = et () = e (¥), rezulta ca et () = 1,
adica e = 1.



(ii) “—” Fie e un model al lui I'. Vrem sa aratam ca e este model al lui ¢ — ¢. Avem
doua cazuri:

(a) eT(p) =0. Atunci et (p = ) =0 —= et (¢) =1, deci e = ¢ — 9.

(b) et (p) =1, deci e = ¢. Atunci e = T'U {p}, asadar e |= 9, adica et (¢) = 1.
Rezulta ca et (p = ¢) =1— 1 =1, deci e = p — 1.

“<” Fie e un model al lui I'U {p}. Atunci et (¢) = 1si e =T, deci, din ipoteza,
et (p — 1) = 1. Obtinem atunci, ca la (i), ca e™(¢)) = 1, adica e = 1.

(iii) Avem

F'Eeny

11110

pentru orice model e al lui T,
pentru orice model e al lui T,
pentru orice model e al lui I,

pentru orice model e al lui I,

I'Epsil .

(S5.4) (Metoda reducerii la absurd)
Sa se arate ca pentru orice multime de formule I' si orice formule o, ¥,

Demonstratie:
(1) Tu{-x}
(2) r
(3) T
(4) I
() r
(6) r

Avem

F=(oc — o)

F=x — (0 = 0)

F(=x = (0 —=0)) = (0 = 0) = X)
F(o—o0)—x

Fo—o
Fx

(S5.5) Sa se arate ca pentru orice formule o, x,

1) {x.~x}Fo;

(i) F-x = (x = o);

(iii

1
1

)
)
) k=m0 — o
)

(iv) Fo — ——o.

Demonstratie: Demonstram (i):

(1)

2 {=
3) {3
4 {=
(5) {x,~x}

= ox = (o = =x)
F—o — —x
F (o = —x) = (x = o)

Fx —o
Fo

(A1)

Frv{-xtF-(c—0) = I'kFyx.

Ipoteza

Teorema deductiei

(A3) si Propozitia 3.27.(i)
(MP): (2), (3)
Propozitiile 3.34 si 3.28.(ii)
(MP): (4), (5).

Teorema deductiei
(A3) si Propozitia 3.27.(i)

(MP): (2), (3)
Teorema deductiei.

bt



Punctul (ii) se obtine din (i) aplicand de doua ori Teorema deductiei:

1) {x.~x} Fo (i)
(2) {-x} Fx—o Teorema deductiei
(3) F-x = (x = o) Teorema deductiei.

Demonstram (iii):
(1) {=o,7=0} F=(o—0) (i)
(2) {—-—0} ko (1) si Propozitia 3.39 (S5.4)

(3) F—=—-0 — o Teorema deductiei.

Demonstram (iv):

(1) F—===0— -0 (iii)
(2) k(=m0 — —0) = (60— ——0) (A3)
(3) Fo— -0 (MP): (1), (2).



