FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 6

(S6.1) Consideram limbajul de ordinul I £,, = (<; 4, x,5;0) (limbajul aritmeticii) gi £q,-
structura N' = (N, <, +, -, S,0). Fie formula ¢ = Vuy(v3<vy V vg = v4). Sa se caracterizeze
acele interpretiri e : V' — N ce au proprietatea ci ¢V (e) = 1.
Demonstratie: Fiee:V — N. Avem

oV(e) =1 (Vug(vs<vg Vus = vg))V(e) = 1
pentru orice a € N, (v3<vy V v3 = v4)N(ev4ea) =1
pentru orice a € N, (v3504)N (€vyca) V (U3 = 04)V (€n,e00) = 1
pentru orice a € N, (v3504)V (€y,a) = 1 sau (v3 = v4)V (ey,ca) = 1
pentru orice a € N €, 4(v3) < €,a(V4) SaU €4, 0(V3) = €4,a(Vs)
pentru orice a € N, ey, (v3) < €y al(vs)
pentru orice a € N, e(v3) < a
e(vs) = 0.

[

(S6.2) Sa se arate ca pentru orice limbaj £ de ordinul I, orice formule ¢, ¢ ale lui £ si
orice variabila x, avem:

—Vzp H Jr—p (1)
Vee E Vr(p V) (2)
V(e — ) F Jxp — Jxy (3)

Demonstratie: Fie A o L-structurasie: V — A.
Demonstram (1):

AR (Vo] e A (Yl
<= nu este adevarat ca A = (Vxy)|e]
<= nu este adevarat ca pentru orice a € A avem ca A = plezq]
<  existaa € Aal A ¢lerd
<  existaa € Aal AE (m¢)|erd
= AR @)l
Demonstram (2):
AE (Vzp)le] <= pentruorice a € A, A |E plescd]
= pentru orice a € A, A |= plerq] sau A = Vlesd]
<= pentruorice a € A, A= (¢ V Y)[ercd)
<~

A= (Vr(p v y))le].
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Demonstram (3):
Avem ca A | (Va(p — v))[e] <= pentru orice a € A, A= (p = ¥)[erq] =

*) pentru orice a € A, daca A |= ¢lezql, atunci A = e, ql.
Vrem sa aratam ca A = (Jrp — Jxp)[e], adica
(**) daca A = (zy)[e], atunci A = (Fz)[e].

Presupunem ca A = (Jzp)le]. Atunci exista b € A cu A | plesp]. Din (*) rezulta ca
A = Ylescs]. Deci A |= (3x1))[e], ceea ce trebuia aratat.

(S6.3) Fie x, y variabile cu = # y. Sa se dea exemple de limbaj £ de ordinul T gi de
formule ¢, v ale lui £ astfel incat:

(i) V(e V) [ Vo V Vay;
(il) 3z A Jp = Fo(p A);
(iii) Vadye E JyVae.

Demonstratie: Considerim Lo, = (<, +, %, S, 0), Lo-structura N := (N, <, +,-, S, 0) si
e : V — N o evaluare arbitrara (sa zicem, punem e(v) := 7 pentru orice v € V).

(i) Fie 2:= S50, ¢ := 2<2 si ¢ := ~(2<2). Atunci
N | (Va(p V))lel.
Pe de alta parte,

(a) N E (Vzp)[e] < pentru orice n € N avem N |= ple,.,] <= pentru orice
n € N, avem n < 2, ceea ce nu este adevarat (luam n := 3, de exemplu). Deci,

N (Vrp)lel.
(b) N (Vayp)[e] <= pentru orice n € N avem N = ¢[e,,] <= pentru orice
n € N, avem n > 2, ceea ce nu este adevarat (luam n := 1, de exemplu). Deci,

N 1~ (Vay)lel.

Prin urmare,

N (Vzp V Vap)[e].
(ii) Fie 2 := 550, ¢ := £<2 g ¢ := =(2<2). Avem:

(a) N | (ryp)le] <= exista n € N ai N E plesen] < existi n € N al.
n < 2, ceea ce este adevarat (luam n := 1, de exemplu). Deci, N = (Fzp)[e].

(b) N E (Fz)le] <= exista n € N al. N E ¢Ylezen] < exista n € N a.
n > 2, ceea ce este adevarat (ludm n := 3, de exemplu). Deci, N' = (Fz))[e].
Prin urmare,

N = (Bzp A Jx)[e].
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Pe de alta parte, N |= (3z(p AY))[e] < exista n € N al N | (¢ AY)[eren]
< existan € N al n<2sin>2 ceea ce este fals. Prin urmare,

N Fz(e A y))lel.

(iii) Fie ¢ := z<y. Atunci

N | (Va3yp)le] <= pentru orice n € N, avem N = (Jyp)[eren]
<= pentru orice n € N exista m € N al. N = ¢[(€pn)yem)
<= pentru orice n € N exista m € N ai. n <m,

ceea ce este adevarat (se ia, de pilda, m :=n + 1). Asadar,

N [ (Vz3yp)[e].

Pe de alta parte,
N E GyVap)le] <=  exista m € Nal N E (Vzp)eyem]
<= exista m € N a.l. pentru orice n € N

avem N @[(€xcn)yem)
<= exista m € N a.l. pentru orice n € N avem n < m,

ceea ce este fals. Asadar,

N B (Fyvzp)le].



