FMI, Mate, Anul I
Logica matematica

Seminar 7

(S7.1) Sa se arate ca pentru orice limbaj £ de ordinul I, orice formule ¢, 1 si orice variabila

z & FV(p),

Jz(pVY) B ¢V Iy
Vae(e =) B ¢ — Vay
Jx(p — ) H Vo —

Demonstratie: Fie A o L-structurasgie: V — A.

Demonstram (1):

AE (Fz(pVy))e] <«
<~
<~
<~
—
<~

Demonstram (2):

A (Ve(p = ¢))le]
<~
<~
=
=
<~

Demonstram (3):

AR (G2 = o))l —
<~
<~
<~
<~
<~

existd a € A al A (¢ VY)|erd

exista a € A ad. A= plesa sau A = Ylerq)
exista a € A ail. A | ple] sau A = ¥[esd]
(aplicand Propozitia 4.21)

A = ple] sau exista a € A ad. A | Yegcd

A ple] sau A |= (3r¢)[e]

A (o Vv 3z)[e].

pentru orice a € A, A f= (¢ — ¥)[€red)

pentru orice a € A, A}~ plesa) sau A = Ylesd]
pentru orice a € A, A [= ¢le] sau A = Yesq]
(aplicand Proporzitia 4.21)

A £ ple] sau pentru orice a € A, A = ez

A ple] sau A = (Vr)[e]

A (¢ = Vai)[e].

existd a € A al. (AW Yleseq) sau A = glescd))
existd a € A ad. (A £ ¢lesd] sau A = ple])
(aplicand Propozitia 4.21

(existd a € A ad. A W Ylesd)) sau A = gle]

A (Vr)e] sau A = ple

A (Vo — o)[e].

Fixam acum £ un limbaj de ordinul intai care contine
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e doua simboluri de relatii unare R, S si doua simboluri de relatii binare P, Q;
e un simbol de functie unara f si un simbol de functie binara g;
e doua simboluri de constante ¢, d.
(S7.2) Sa se gaseasca forme normale prenex pentru urmatoarele formule ale lui £L:
(i) Va(f(z) = c) A=Vz(g(y, 2) = d);
(i) Vy(VaP(e,y) = 3:Q(z, 2));
(i) JavyP(z,y) vV -Jy(S(y) = VzR(z));
(iv)

Demonstratie:

(i)

2(3xQ(z, 2) V Iz R(z)) = ~(=FzR(x) AVrIzQ(z, x)).

Va(f(r) = ¢) AVa(g(y,2) = d) H Va(f(z) =c)

=¢) A 32(g(y, 2) = d)
H Vazdz(f(z) =c

A=(g(y, z) = d)).

Vy(VeP(z,y) — 32Q(x,2)) H Vydz(VzP(x,y) = Q(z,2))
H Yy3z(VuP(u,y) = Q(x, z))
H

Vy3z3u(P(u,y) — Q(z, 2)).

(i)

Ja2VyP(z,y) vV -Jy(S(y) — VzR(z)) H Fx(VyP(z,y)V -Iyvz(S(y) = R
H Jz(VyP(z,y) VVYy3z—(S(y) = R
H Jz(VuP(z,u)VVy3dz—(S(y) = R
H JaVuVy3dz(P(z,u)V —(S(y) = R
(iv)
Fz(FzxQ(x, z) V Iz R(x)) — —(—FxR(z) AVrIzQ(z,z)) H
Az32(Q(z, 2) V R(x)) — (——3zR(z) V -Vz32Q(z,z)) H
Jz32(Q(z, 2) V R(x)) — (FzR(x) V FaVz—-Q(z,x)) H
Jz3x(Q(x, 2) V R(x)) — Jo(R(z) VVz=Q(z,x)) H
Jz32(Q(x, 2) V R(x)) — JaVz(R(x) V =Q(z,z)) H
Jz32(Q(x, z) V R(x)) — FuVo(R(u) V -Q(v,u)) H
( )-

VaVrIuvo((Q(z, 2) V R(z)) — (R (u)\/—'Q(, w))
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(S7.3) Fie £ un limbaj de ordinul I. Sa se arate ca:

(i)

(i)

(iii)

pentru orice formule ¢, v si orice variabila x,
= V(e = ) = (Yo = Vay);
pentru orice formula ¢ si orice variabila x cu x ¢ Var(y),

= = Vay;

pentru orice variabila x si orice termen t cu x ¢ Var(t),

= Jz(x =1t).

Demonstratie: Fie A o L-structura si e: V — A o evaluare.

(i)

(iii)

Vrem sa aratam ca A = (Vz(p — ¢) — (Yzp — Vaip))le]. Pentru aceasta, pre-
supunem ca A = (Va(¢ — 1))[e] — deci pentru orice a € A, vom avea ca are loc
AE (p = ¥)]escd] (¥) — si vrem sd aratam ca A = (Vayp — Vay)[e]. Presupunem
prin absurd ca nu e aga — atunci avem ca A = (Vay)[e] si A = (Vi) le]. Deci pentru
orice a € A, A = plezeq| (M) si exista un b € A cu A B~ ¢Yegey] (). Luand in
(*) si (**) a := b, obtinem ca A |= (¢ — ¥)]escs) st A | plescs], de unde avem ca
A = lesp], ceea ce contrazice (***).

Vrem sa aratam ca A = (¢ — Vayp)le]. Pentru aceasta, presupunem ca A = ¢[e]
si vrem sa aratam A = (Vxyp)le], i.e. ca pentru orice a € A, A = plegq). Fie
a € A. Clar FV(p) C Var(yp). Cum x ¢ Var(p), v ¢ FV(p). Avem ca e §i €, q
difera cel mult pe “pozitia” z, deci restrictionate la F'V (¢) ele devin egale. Aplicand
Propozitia 4.21, rezulta c& avem intr-adevar A = pleg. |-

Trebuie aratat, folosind Propozitia 4.13.(iv), ca exista un b € A astfel incat A =
(z = t)[eqcs), ie. cd existd un b € A astfel incat b = t4(ezp). Cum z ¢ Var(t),
aplicand Propozitia 4.20, avem t (e, ) = t*(e). Deci trebuie aratat doar ca exista
un b € A astfel incat b = t4(e). Dar acest lucru e simplu, doar ludm b := t4(e).



