FMI, Mate, Anul 1
Logica matematica

Examen
Nume:

Prenume:

Grupa:

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 Oficiu TOTAL

_Jry 2/ a5 /15 /3| /2 1

___ /15

1 Teoria multimilor

(P1) [1 punct] Fie a un cardinal infinit i § un cardinal nenul astfel incat § < a.
Demonstrati ca a - § = a.
Demonstratie: Din Propozitia 2.26.(iv),(iii) si Propozitia. 2.27, obtinem ca

a<la-f<a-a=a.

Deci, a < a-f si - < a. Aplicand Teorema Cantor-Schroder-Bernstein, rezulta ca
a-f=a.

(P2) [2 puncte] Fie o un cardinal infinit gi § un cardinal astfel incat 2 < g < 2%
Demonstrati ca g« = 2.

Demonstratie: Deoarece 2 < 3, aplicam Propozitia 2.35.(ii) pentru a obtine ca 2% < .
Avem, de asemenea, ca

g < (2%)*  din ipoteza si Propozitia 2.35.(ii)
= 2% din Propozitia 2.35.(i)
= 2% conform Propozitiei 2.27.
Aplicam acum Teorema Cantor-Schroder-Bernstein pentru a obtine ca g¢ = 2¢.
(P3) [1 punct| Fie a,b € R,a < b. Demonstrati ca
|(a,0)] = [[a, b)| = |(a, b]] = [[a, b]] = c.

Demonstratie: Conform (52.4), |(a,b)| = ¢. Avem ca

la;0)] = |(a,0) U{a}| = [(a, )] + Ha}| =c+1=¢
(@, b]] = |(a,0) U{b}| = |(a,0)[ + {b}| =c+ 1 =c
[a,b]] = |(a,0) U{a, b} = [(a,b)| + [{a, b} = ¢+ 2=
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2 Logica propozitionala

(P4) [1 punct] Reamintim ca V = {v, | n € N} este multimea variabilelor din logica
propozitionala. Fie W := {vq, | n € N}. Sa se demonstreze ca W este numarabila.
Demonstratie: Fie 2N multimea numerelor pare. Deoarece f : N — 2N, f(n) = 2n este
o bijectie, rezulta ca 2N este numarabila. Fie

g:2N = W, g(2n) = va,.
Cum g este bijectie, obtinem ca W este de asemenea numarabila.

(P5) [1 punct] Aratati ca pentru orice formule ¢, ¥, x, avem:
= WVX)~(@e—=19) V(e —=x)
Demonstratie: Fie e:V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie sa demonstram ca
e = (VX)) =e((p =) V(e —=x)),

deci ca

e () = (" (W) Ve (X)) = (e (p) = e () V (€7 (p) = 7 (X))

Avem cazurile:

(i) e (¢) = 1. Atunci

()= (T Ve (x) = 1= (" (W) Ver(x) =e (@) Ve (x)
(ef(p) = e (@) V(eT(p) et (x) = (1=e" @)V (I=e(x)
e () Ve (x).

(ii) eT(p) = 0. Atunci
e(p) = (eT()Ver(x)) = 0= (" (¥)Ver(y) =

(€ (@)= e W) V(e(p) = e (x) = (0=2e"@)VO0=e(y)=1Vi=

(P6) [1,5 puncte] Fie ¢, ¥ € Form. Sa se arate sintactic:

(e AY) = (YA ).

Demonstratie: Avem:



(1) {Y——p, 0} Fp——p Propozitia 3.37.(ii)
(2) {v— e, 0} Fo Propozitia 3.37.(ii)
3) H{Y— -, ¢} F (Y — )= (7 — ) (42) din Prop. 3.50 si Prop. 3.38.(ii)
4) {v—= o0t Fomp— (MP): (1), (3)
B) {v—=—p,p} Fe—= e (41) din Prop. 3.50 i Prop. 3.38.(ii)
6) {Y——-p, 0} Fo— - Propozitia 3.47 pentru (5), (4)
0 {6— -0} Fow (MP): (2), (6)
(8) { =~} Fo—-0 Teorema deductiei
9) F (Y — —p) = (9 — ) Teorema deductiei
(10) F=(p — =) = =Y = —¢)  (MP): (9), (42) din Prop. 3.50
(11) F(eAY)— (DA ). Definitia lui A.
(P7) [1,5 puncte] Fie " = {1, ..., ¢, } o multime finita de formule. Demonstrati urmatoarele:

(i) Pentru orice formula 1,
' daca gi numai daca F o1 A... Ap, =¥
daca si numai daca  {p1 A ... Ap,} ).

(ii) I este consistenta daca i numai daca {¢1 A ... A p,} este consistenta.
Demonstratie:

(i) Avem ca

Iy < {en.on}Fo
< For—= (2= ... = (py — ) ...) aplicam Teorema deductiei de n ori
S For Ao AN, =Y
01— (P2 = ... = (o =) ...) ~ 1 A ... A, — 1 si Propozitia 3.56
< {1 A Ay} E Y aplicam Teorema deductiei.

(ii) I esteinconsistenta ddaca ' = L (conform Propozitiei 3.59) ddaca {¢1A.. . Ap,} F L
(din (i)) ddaca {¢1 A ... A @,} este inconsistenta.

(P8) [3 puncte]

(i) Sa se aduca formula ¢ = (v3 A vy) = ((-v; = v2) A (v3 — —vy)) la FND si FNC
folosind transformari sintactice.

(ii) Sa se aduca formula ¢ := v3 — (—v; <> v2) la FND gi FNC folosind functia booleana
asociata.

Demonstratie:



¢ ~ (v3Av) = (-1 V) A (vs = —wy))  Pasul 1 (inlocuirea implicatiei)

(
~ (v3 Avr) = (=1 V) A (w3 V =) Pasul 1 (inlocuirea implicatiei)
~ 1)3 AN ?}1 (

(
~ vz Avr) V((
~ (=3 V-wy) V ((v1 Vos) A(—wgV —wg))  Pasul 2 (de Morgan).
Obtinem FNC astfel:
©w ~ (—v3V -V ((vl V ug) A (—vg V —|v4))
~ (<_|'U3 V=) V(v V Ug)) A ((_\/03 vV —wq) V (—og V —|v4)) Pasul 3

~ (=3 V Vo Vaog) A(—wog V- Vs Vo) V asociativa

(

(
== V v2) A (w3 V —wg))  Pasul 1 (inlocuirea implicatiei)
v1 V va) A (mw3 V ) Pasul 2 (eliminarea dublei negatii)
(

Prin urmare,

SOFNC = (—|U3 \VJ -3 \VJ (o V UQ) A (—|U3 \V (] V -3 V _|U4>.

Obtinem FND astfel:
e~ (mv3V-w) V(v Vo) A (g V ooy))
~ (=3 V=w1) V ((01 A =w3) V (v1 A=) V (vg A =w3) V (02 A —wy))  Pasul 3
~ g Vo V(v A —wg) V(o A—wg) V(vg A —w3) V(vg A o) V asociativa

Prin urmare,

SDFND = -3V V (1}1 A _"03) \% (’Ul A _\1)4) V ('UQ A _‘Ug) V (UQ A ﬁU4)-

(ii) Alcatuim tabelul de valori al functiei asociate

Fw : {O, 1}3 — {0, 1}, F¢(€1,€2,83) = &3 — (_'61 < 82).

E1 €2 E3| €1 | €L > &2 F¢(€1,82,€3)

1 1 1 0 0 0 D1 = 1 V ) V U3
1 1 0 0 0 1 01:1)1/\1}2/\_'?}3

1 0 1 0 1 1 ngvl/\—\vg/\vg

1 0 0 0 1 1 ngvl/\_\'ljg/\_\vg
0 1 1 1 1 1 C4I_|U1/\U2/\U3

0 1 0 1 1 1 C5Z_|U1/\U2/\_|U3
0 0 1 1 0 0 DQZ’Ul\/UQ\/_'Ug

0 0 0 1 0 1 C@ = Uy N ) A V3.

Aplicand rationamentul din demonstratiile Teoremelor 3.74 si 3.75, obtinem ca:
PIND = OV Oy v OV OV CsV Cy
este o forma normala disjunctiva a lui ¥ si ca
WNC = Dy A D,

este o forma normala conjunctiva a lui .
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3 Logica de ordinul intai

(P9) [2 puncte| Sa se arate ca pentru orice limbaj £ de ordinul I si orice formule ¢, ¢ ale
lui £, avem:

(i) Jz(p A) E Jxze V Jz1h, pentru orice variabila x.
(ii) Jz(p A1) H ¢ A Jx1p, pentru orice variabila z € FV ().
Demonstratie: Fie A o L-structuragie:V — A.

(i) Obtinem
AE Jz(pAY)le] & existaae A al AF (¢ AY)[esd
exista a € A al. (AF ¢lesd st AFE Ylerd])
exista a € A al. AF plegcq s
exista a € A al. AF Y[erq]
AE (Jzp)le] s AE (ar)[e]
AE (Jzp)le] sau A E (z))[e]
AE (Jzp VvV Iz)le].
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(ii) Obtinem
AEJz(pAY)le] & existaae A al. AF (¢ AY)[esd
exista a € A ad. (AF ¢lesd) 51 AF Ylerd])
exista a € A al. (AF ¢le] si AFE Y[erd))
conform Propozitiei 4.21
AE ple] siexista a € A ad. AF e
AE ple] st AE Jzle]
AE (oA 3Jx)e].
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