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Discretizare si esantionare

Continuu:
x(t) = sin(2 fot) (1)
Discret:
x(n) =sin(2 fonts) =sin(2 (fo + kfs)nts) (2)
unde

I fo — frecventa (Hz) m3soard numirul de oscilatii intr-o secunds
n — esantionul, indexul in sirul de timpi 0;1;2:::

ts — perioada de esantionare; constant3 (ex. la fiecare secunds)
nts — orizontul de timp (s)

fonts — numarul de oscilatii masurat

2 font — unghiul m3surat in radiani (vezi note de curs)

fs — frecventa de esantionare (Hz)

fo + kfs — frecventa de aliere, 8k 2 N



Cum trecem in frecventd si inapoi in timp?

Transformata Fourier si Transformata Fourier Invers3 ne ajut3 s3
trecem din domeniul timpului in domeniul frecventei si vice-versa.



Transformata Fourier Continud (TF)

Definitie
Transformata Fourier a unui semnal continuu:

Z .4
X(f) = x(t)e 12 3)
1

transforma semnalul continuu din domeniul timpului x(t) Tn
semnalul continuu X (f) din domeniul frecventei.

.

Aici e este numarul lui Euler, baﬁ logaritmului natural, si j
reprezintad numarul complex j = 1.



Relatia lui Euler

Definitie
Relatia lui Euler

el =cos +jsin (4)

pune in legatura numerele complexe, functiile trigonometrice si
functiile exponentiale.

Pentru un num3r complex z 2 C:
z=a+jb=jzj(cos” +jsin?)=rel’ (5)

P o .
unde r = a2 + b2 este magnitudinea si ~ = arctang

Pentru Transformata Fourier Continu3:

el =cos( )+jsin( )=cos jsin (6)



Definitie

Radianii descriu unghiul unui arc de cerc drept raportul dintre
lungimea arcului impartita la raza.

v

1 rad = 180°=
2 rad = 360°




Frecventa unghiulard si frecventa de esantionare

Definitie
Frecventa unghiulara este frecventa exprimata in radiani pe
secunda: ' rad]
! ra
=—=——=1If 7
T~ [ ()

Definitie




Discretizare

Dac3 un semnal este periodic, iar esantioanele X[n] se repetd o dat3
la fiecare N mi3suritori atunci discretizarea timp-frecvent3 devine:

I discretizarea timpului t ¥ ntg si

frecventa f 1 ﬁ

!
N

frecventa unghiulard de esantionare 1

|
I frecventa unghiulard
|

Pl

I glt=gi2ft gegi2fnt_—g j&rnts



Transformata Fourier Discretizatd in Timp (DTFT)

Definitie

Transformata Fourier Continua a unui semnal discretizat in timp:
Z .4 _
X(f) = x(t)e 121t = (9)
1
> . :
= x(ntg)e 12 ts = x(nts)e 1 Nt (10)
n= 1 n= 1
> _ > .
= x[nJe 12 Mt = x[n]e 1 " (11)
n= 1 n= 1
numita in literatura Discrete-Time Fourier Transform (DTFT).




Transformata Fourier Discretizatd in Timp (DFS)

Fie un sir X[n] cu perioadd N a.i. x[n] = x[n + kN], 8n;k 2 N.

Definitie
Transformata Fourier a semnalului x[n] cu perioada N este:

> )
X(m)=  x(n)e 12 M=N (12)
1” = i2 mn=N
x(n) = ~ X (m)els M= (13)

numita in literatura Discrete Fourier Sequence (DFS).

A\

Remarca

Daca semnalul este periodic, observam ca informatia se repeta o
data la N esantioane a.i. putem limita capetele sumei la intervalul
0:::N 1




Transformata Fourier Discrets (DFT)

Definitie
Transformata Fourier a unui semnal discret (aperiodic):

X(m)y=  x(n)e 12 m=N
n=0

<t
= x(n)[cos(2 mn=N) jsin(2 mn=N)]

n=0

.

I X(m) - componenta m DFT (ex. X (0); X(1); X(2);:::)

I m - indicele componentei DFT in domeniul frecventei
(m=0;1;:::;N 1)

I x(n) - esantioanele in timp (ex. x(0); x(1);x(2);:::)

I n - indicele esantioanelor in domeniul timpului
(n=0;1;:::;N 1)

I N - numirul esantioanelor in timp la intrare si
num3rul componentelor in frecvent3 la iesire



CFT, DTFT, DFT

Continuous & aperiodic

Continuous
x,(0)  CFT—» %@ [\ & aperiodic
Time 0 Freq
Continuous & periodic ‘Continuous impulses
X,(8) /. &aperiodic
| (Fourier series)
L 1% R
Time 0 Freq
Infinite-length aperiodic
discrete sequence
EEmEEEEE ~ Continuous
X ooiin ——DTFT— X(®) [\ periodic
L v Time 0, 0 O, Freq
x,(n) (GA )
\ DFT
Discrete & periodi inv$ .
nns .IS.C.I’s © p-e:I:)-I::. " ¢ CFT— n X,(m) A Discrete o
X : [ 1 periodi

| —CFT-»

Time



Exemplu DFT N = 4

Pentru N = 4 esantioane, vom avea n;m = f0;1; 2; 3¢g:

X
X(m) = x(n)[cos(2 mn=4) jsin(2 mn=4)] (15)
n=0

Pentru m = 0:
#

X (0) =x(0) cos(2 i){29=4) jsin(2 ?{29=4)
+x(1)[cos(2 0 1=4) jsin(2 0 1=4)]

+x(2)[cos(2 0 2=4) jsin(2 0 2=4)]
+x((3)[cos(2 0 3=4) jsin(2 0 3=4)]



Exemplu DFT N =4

31Y

0=4) jsin(2 ?[10{:4)]

N

X (1) = x(0)[cos(2 1
+x(1)[cos(2 1 1=4) jsin(2 1 1=4)]
+x(2)[cos(2 1 2=4) jsin(2 1 2=4)]
+x(3)[cos(2 1 3=4) jsin(2 1 3=4)]

X(2) = x(0)[cos(2 2 0=4) jsin(2 2 0=4)]
+x(1)[cos(2 2 1=4) jsin(2 2 1=4)]
+x(2)[cos(2 2 2=4) jsin(2 2 2=4)]
+x(3)[cos(2 2 3=4) jsin(2 2 3=4)]

X (3) =x(0)[cos(2 3 0=4) jsin(2 3 0=4)]
+Xx(1)[cos(2 3 1=4) jsin(2 3 1=4)]
+X(2)[cos(2 3 2=4) jsin(2 3 2=4)]
+x(3)[cos(2 3 3=4) jsin(2 3 3=4)]



Transformata Fourier invers3

Transformata Fourier a unui semnal discret:

X(m)=  x(n)e 12 m=N
n=0
<t
= x(n)[cos(2 mn=N) jsin(2 mn=N)]
n=0
Definitie

Transformata Fourier inversa a unui semnal discret (IDFT):

DaS
x(n) =$ X (m)el2 m=N
m=0
(16)

1 <
N X(m)[cos(2 mn=N) + jsin(2 mn=N)]
m=0




Recapitulare: Semnale trece-jos (lowpass)

Definitie
Un semnal trece-jos este un semnal limitat in banda si centrat in
jurul frecventei zero.

A Continuous spectrum

-8 0 B Freq

Sursa: (Lyons 2004)

Remarca

Din considerente didactice, aici am analizat spectrul continuu
obtinut din Transformata Fourier Continud. In practic folosim
Transformata Fourier Discreta.




Extinderea unui semnal discret

Daci avem de a face cu un semnal discret aperiodic, il putem
extinde la un semnal periodic pentru a aplica DFT.
Exemplu esantionare a transformatei Fourier cu N = 12:

o

X[n] = Y:E_wx[n—rn]

et atlll-

-12

Sursa: (Oppenheim and Schafer 2014)



Extinderea unui semnal discret

Atentie la fenomenul de aliere cand extindem (exemplu N = 7).

c[n—r7]

il MHH

Sursa: (Oppenheim and Schafer 2014)

Remarca

Problema alierii este aceiasi in frecventa ca si in timp. Metoda de
discretizare si esantionare fiind aceiasi. Doar domeniul se schimba.




Exemplu: treapta

Atentie la efectele secundare extinderii unui semnal aperiodic.

#[n]

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 k

Sursa: (Oppenheim and Schafer 2014)



Frecvente importante

Frecventa fundamental3 este

f= (17)

fs

N
Frecventele analizate sunt:

mfs

fa(m) = N (18)

Componenta m = 0 este numitd componenta curent continuu
(Direct Current (DC))

<t <t
X(0) = x(n)[cos(0) jsin(0)] = x(n) (19)

n=0 n=0
Magnitudinea si puterea componentelor (power spectrum (PS)):
X (m) = xreal(m) + inmag(m) (20)
Xmag = jX (m)J XPS(m) = Xmag(m)2 (21)



Exemplu: Frecvente importante

Pentru un semnal continuu esantionat cu 500 esantioane pe
secund3 asupra ciruia se aplici DFT in 16 puncte avem:

_fs 500 _ __.
f_N_T6_31'25HZ

Frecventele analizate sunt:
X(0) =0 31:25 =0Hz (prima componentd in frecvents
X(1) =1 31:25=31;25Hz (a doua components in frecvents

X(2) =2 31:25=62;5Hz (a treia components in frecvents
X(3) =3 31:25=093;75Hz (a patra components in frecvents

X(15) =15 31:25=1468;75Hz  (componenta 16 in frecvent)



Exemplu: Calcul DFT

Vom calcula 8 componente DFT pentru semnalul alcituit din dou3
componente de 1kHz si 2kHz:

. 1.
x(t) =sin(2 1000 t)+ 5 sin(2 2000 t+ 37)

pentru asta avem nevoie de N = 8 esantioane in timp pentru care
alegem frecventa de esantionare f; = 8000.

mf
fa(m) = WS =



Exemplu: Calcul DFT

Vom calcula 8 componente DFT pentru semnalul alcituit din dou3
componente de 1kHz si 2kHz:

. 1.
x(t) =sin(2 1000 t)+ 5 sin(2 2000 t+ 37)

pentru asta avem nevoie de N = 8 esantioane in timp pentru care
alegem frecventa de esantionare f; = 8000.

fa(m) = mWfs = fOkHz; 1kHz; 2kHz; :::; 7TkHzg (22)



Exemplu: Calcul DFT

Vom calcula 8 componente DFT pentru semnalul alcituit din dou3
componente de 1kHz si 2kHz:

. 1.
x(t) =sin(2 1000 t)+ 5 sin(2 2000 t+ 37)

pentru asta avem nevoie de N = 8 esantioane in timp pentru care
alegem frecventa de esantionare f; = 8000.

fa(m) = mWfs = fOkHz; 1kHz; 2kHz; :::; 7TkHzg (22)

Transformata Fourier devine:

X
X(m) = x(n) [cos(2 mn=8) + jsin(2 mn=38)]

n=0

X
X)) = x(n) [cos(2 n=8) + jsin(2 n=8)]

n=0



Exemplu: Calcul DFT

Fie cele 8 esantioane in timp:

x[0] = 0; 3535; x[1] = 0; 3535

X[2] = 0; 6464; X[3] = 1; 0607

x[4] = 0; 3535; x[5] = 1;0607

x[6] = 1;3535; x[7]= 0;3535
sin(2r10001)

,——/\\/

“——)‘Ll’/

-~
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4 .’
~ ~~ -
. K3 .
.
. . .
b »

0.58in(2r2000t+37/4)
1 2 3 4 5 6 7 n -

Sursa: (Lyons 2004)



Exemplu: Calcul DFT

X
X(@) = x(n)[cos(2 n=8) +jsin(2 n=8)] =
n=0
= x(0) cos(0) jx(0)sin(0)+
+x(1)cos( =4) jx(1)sin( =4)+
+x(2)cos( =2) jx(2)sin( =2)+
+x(3)cos(3 =4) jx(3)sin(3 =4)+
+x(@)cos( ) jx@@)sin( )+
+x(5)cos(5 =4) jx(5)sin(6 =4)+
+x(6)cos(3 =2) jx(6)sin(3 =2)+
+x(7)cos(7 =4) jx(7)sin(7 =4) =
= =0;0 j40



Exemplu: Calcul DFT

Aplicam formula pentru calculul celorlalte componente:

X(1)=0;0 j40
X(2) = 1;414 +j1;414
X(@3)=0;0+j0;0
X(4) =0;0+j0;0
X(()=0;0+j0;0
X(6) =1;414 j1;414
X(7)=0;0+j4,0

Cat este X(0) ?



Exemplu: Componentele DFT

Cum arat3 componentele cos si sin in functie de m?

15

4 m=1
= B
05 -~ '//\\\ =
N R

—n
-
0

-05
-1
15
15
1 .
05

0

-0.5

-1

-1.5
15

Sursa: (Lyons 2004)



Exemplu: Componentele DFT

Sursa: (Lyons 2004)



Exemplu: Rezultate DFT

Simetrie si anti-simetrie in componentele spectrale:

Magnitude of X(m) Real part of X(m)
47 & n 1.5 [ ]
31 | | | s
c) 1
(a) ) n » (c)
1 : ! 0.5 ! :
omn———m-m-m——+» on-E—m-m-m—|m>
0123458677 012 3 4586 7M
(kHz) (kHz)
Phase of X(m), X,(m), in deg. Imag. part of X(m)
90 ] 4 n
451 ¢ ® 6 27 1 m 6
(b) OI—Q—I—I—I—I—Q—O—Pm (d) ol—g—n—l—l—l—g—o—;
! ! 3 -
_gg,J[ . 2845m 70 _2][ 2345 m 70
"~ Indicates that the 1 kHz —4-

input tone was a cosine
wave having an initial
phase of —90°.

Sursa: (Lyons 2004)



Pentru semnale x(n) reale, DFT este simetricd n jurul N=2.
X(m) = jX(m)je)” = jX(N m)je " =X(N m) (23)

Putem ar3ta usor aceastd proprietate folosind forma exponentiali:

DS .
X(N m)y= x(n)e 12 "N MmN =

n=0
= x(m g gl e?m=
n=0 cos(2 n) jsin(2 n)

= x(ne2 "™N=X(N m)
n=0



Fie x(n) = x1(n) + x2(n), atunci DFT este suma DFT-urilor pe
componente:
X(m) = Xi1(m) + Xz(m) (24)

Putem demonstra din nou usor folosind forma exponentiali:

<t .
X(m) = Iixl(n)i’ib(n)ie 12 nm=N =

n=0 x(n)

I - < o
— xl(n)e j2 nm=N + X2(n)e j2 nm=N
n=0 n=0
= X1(m) + Xz(m)



De ce nu corespunde amplitudinea n timp cu cea in frecvent3?



De ce nu corespunde amplitudinea n timp cu cea in frecvent3?

Dac3 avem o sinusoid3 cu

I frecventa f < fs=2

I amplitudinea A

I cu numir intreg de perioade de-alungul celor N esantioane
atunci amplitudinea in frecventd este:

M = AgN=2 (25)
dacd semnalul este complex:
M. = AgN (26)

Din aceastd cauza intalnim in practicd DFT scalat cu % sau plﬁ:

X(m) = 1 Mx(n)e j2 nm=N (27)
N n=0



Axa frecventei

Care este frecventa cu cea mai mare
magnitudine X (m)j in Hz din figurd? (in
figurd pe axa frecventei avem valorile lui m)



Axa frecventei

Care este frecventa cu cea mai mare
magnitudine JX(m)j in Hz din figurd? (in
figurd pe axa frecventei avem valorile lui m)

Raspuns: Depinde de rata de esantionare fs. In figurd ne
intereseazd m = 1 pentru care aplicim (22) cu fs = 8000Hz:

mf. 1 8000
fa(m) = 1 = fa(1) =

= 1000Hz (28)

Pentru frecventa de esantionare f = 75Hz obtinem alt3 frecventi:

fa(l) = 1—875 = 9;375Hz (29)

pentru c3 rezolutia (spatiul intre esantioanele frecventei) este fs=N.



Teorema

O deplasare k in timp a semnalului periodic x(n) rezulta intr-o
deplasare constanta a fazei in domeniul frecventei cu 2 km=n
radiani (sau 360km=N grade).

Xshifrea(M) = €/ KM=Nx(m) (30)

In exemplul noastru, o intarziere cu K = 3 rezultd intr-o multiplicare
cu &2 3M38 i pentru m = 1 avem:

Xehifted (1) = €12 3178X (1) = ¢i2 31784¢ | =2 = gl =4



DFT in practica

Transformata DFT
pentru sinusoida noastr3
din primul curs. Ce se
intdmpl3 in punctul 197
Dar in punctele 2 si 37

Amplitude

Magnitude

0.75 1
0.50
0.25 4
0.00 +

Il

-0.25

-0.50

-0.75

—1.00

x(n) =sin(2nfonts), fs=20,nt;=0:1,n=20

L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Time

101

TT!Olonn-onlOO!?T

0123456 7 8 910111213141516171819
Frequency (Hz)




DFT in practica

Ce semnal reprezintd aceast3
spectrograma?



DFT in practica

Ce semnal reprezintd aceast3
spectrograma?

Tot o sinusoidal
Frecventa difers:
fo = 1;5Hz.



In practici DFT produce rezultate in domeniul frecventei ce pot
induce in eroare datorit3 frecventelor de analiz3:

m=170;1;2;:::;N 1g (31)

mf.
fa(m) = WS;

DFT reflectd realitatea doar cand energia semnalului dat coincide
cu frecventele de analiza din (31).

Remarc3

Daca semnalul dat contine o componenta in frecventa intermediara
frecventelor de analiza (31), atunci aceasta va aparea partial in
toate cele N componente: leakage.

Definitie
Componentele in frecventa se numesc output bins sau simplu bins.




Exemplu fara leak

Fie un semnal sinusoidal esantionat in N = 64 de puncte cu 3
perioade complete in orizontul de timp analizat.

Input frequency = 3.0 cycles m= 4 analysis frequency

35 4 DFT output magnitude
N

0 .

m
(Freq)

Sursa: (Lyons 2004)

Observdm c3 toate frecventele in afard de bin-ul m = 3 sunt nule.



Exemplu leak

Fie un semnal sinusoidal esantionat in N = 64 de puncte cu 3,4
perioade complete in orizontul de timp analizat.
\ Input frequency = 3.4 cycles m = 4 analysis frequency

0s1™ i " N

06 4= h

0.2 (]

-0.2 = Ll - Time

-0.6 - =" .
-0.8 = .= .l

1 LI EX] ]

Sursa: (Lyons 2004)

Observam c3 apare fenomenul de leak in celelalte bin-uri.



Aparitia unui leak

Remarcs

Fenomenul de leak apare cand semnalul nu are un numar intreg de
perioade in orizontul de timp esantionat.

.

Teorema

Pentru un semnal sinusoidal avand k 2 R perioade in orizontul de
timp de N esantioane, putem aproxima amplitudinea unui bin DFT
in functie de m cu ajutorul functiei sinc:

AoN sin[ (k m)]
2 (k m)

X (m) = (32)

V.




Functia sinc. Lobi.

N esantioane DFT ce contin K perioade a unei sinusoide: sus avem
amplitudinea in functie de bin-ul m, jos magnitudinea n frecventi.

iz

N\
T Discrete DFT sequence defined by
N sinfx{k=m
I T

n(kw)

Continuous, positive-
frequency spectrum of
adiscrete cosine

sequence \

A~ /

| \/ \/ \_/ Freq

(m)
k-1 ket 5

H 4

A~ AV

Fre«
ka/N H Z‘;
(N GNEIN GDEIN (BN (S)g/N

Sursa: (Lyons 2004)

Figurad compusa din lobul principal si loburi secundare mai mici.



Esantionarea sinc

Fie o sinusoid3 de 8kHz esantionat3 la 32kHz. Tn figurs avem
DFT-ul in N = 32 puncte (bin-uri distantate la fs=N = 1kHz).

'l 16
Input frequency = 8.0 kHz
. . -
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Freq
(kHz)
Input frequency =85kHz ~® = 1017
. .
.. = + 4 ki e
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Freq
(kHz)
[ 14.05
Input frequency = 8.75 kHz
515 4
= . . H 1 = = n -
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 Freq
(kHz)

Sursa: (Lyons 2004)

Leak cand frecventa sinusoidei nu este centrat3 in lobul principal.



De ce este DFT asimetricd in exemplul de mai devreme? (ex.
m = 4)

Sursa: (Lyons 2004)

Am ardtat c3 DFT este simetric3 si se repetd o dat3 la N puncte.
In cazul semnalelor reale chiar N=2!



Inf3surare

DFT se repetd din N in N puncte crednd un cerc de-alungul c3ruia
esantioanele DFT se infisoar3.

s y.-_-;_:_'-_-_pu.-.........._.___. ,{/ms;:m

- maE L

Sursa: (Lyons 2004)



Infasurare linarizat3

Expus liniar, discul pentru un semnal cu k = 3;4 perioade in
fereastra de N = 64 esantione devine:

Input signal also shows up at Input signal also shows up at 64 — 3.4 = 60.6,
0 - 3.4 = -3.4 cycles/interval and 64 + 3.4 = 67.4 cycles/interval
Input signal is at 3.4 ‘( \l
. _( cycles/interval . .

L] L] L] L]
Spectra repeat in Spectra repeat in
this direction . - . . this direction
B . nm - . g - —
L ] L] L ] - L]
muun® "Emag wunn® "Eawg

-
12 -10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 M
(Freq)

Sursa: (Lyons 2004)

Ce se intdmpl3 cu semnalele reale?






	
	


