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Procesarea Semnalelor
Laboratorul 9
Convolutie. Filtre

1 Convolutia

Convolutia reprezintd o operatie de
compunere a doua semnale f: R - R si
g: R - R, care produce un nou semnal
f*g: R > R, definit prin expresia

(F*8) (1) = [ flx)-g(t—x)da

Convolutia este o operatie asociativa si
comutativa, cu alte cuvinte

(fxg)xh=f=*(g=h)
frg=gxf

pentru orice semnale f,g,h: R - R.

Operatia este des utilizata in prelucra-
rea semnalelor si In statistica, unde
este interpretata ca o medie ponderata
a valorilor din trecut.

Puteti intelege mai bine conceptul ur-
marind acest video sau jucandu-va
cu exemplele interactive de pe aceasta
pagina.
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Figura 1: Convolutia a
doua semnale continue


https://www.youtube.com/watch?v=KuXjwB4LzSA
https://lpsa.swarthmore.edu/Convolution/CI.html
https://lpsa.swarthmore.edu/Convolution/CI.html

Convolutia si produsul (element cu element) a doua semnale sunt
operatii duale in domeniul timp si frecventa: convolutia in timp este
echivalenta produsului in domeniul frecventa, produsul in domeni-
ul timp este echivalent convolutiei in domeniu frecventa.

Daca notam operatorul corespunzator transformatei Fourier cu ¥,
enuntul de mai sus, ce reprezinta Teorema de Convolutie, inseamna

Ffxg)=F) F(
F(f-8=F)*F ()

Convolutia in frecventa. Ferestre

Cand achizitionam un semnal periodic pe o durata anume, cel mai
adesea durata de timp nu reprezinta un multiplu intreg al perioa-
dei semnalului. Din acest motiv, varianta finita pe care o avem la
dispozitie difera de semnalul original (si de timp continuu). O im-
portanta deosebita o au tranzitiile abrupte ce pot aparea datorita
acestei diferente. In special capetele intervalului masurat reprezin-
ta astfel de discontinuitati.

Atunci cand se aplica transformata Fourier pentru a afla si vizualiza
spectrul semnalului, discontinuitatile vor aparea sub forma unor
componente de frecventa care in semnalul original nu sunt prezente
si vor produce fenomenul de leakage.
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Figura 2: Diferite tipuri de ferestre si efectul de leakage

Sursa imaginii

In practica, unde semnalele sunt functii cu multe componente de
frecventa, fenomenul apare des, pentru ca de obicei nu avem de-a
face cu un semnal ce contine un numar intreg de perioade. In-
sa fenomenul se poate atenua utilizand diferite tipuri de ferestre
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https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Comparison_of_spectral_leakage_of_several_window_functions.svg

pentru a selecta un interval de timp dintr-un semnal, ce atenueaza
discontinuitatile de la capete.

Un semnal trecut printr-o fereastra se poate exprima
x,,[n] = x[n] x w[n]

unde cu w[n] am notat fereastra.

Acestui produs in domeniul timp ii corespunde operatia de convolu-
tie In domeniul frecventa. Frecventele inalte datorate trecerii bruste
la valoarea 0 vor fi atenuate de fereastra. Asadar, pentru a evita fe-
nomenul de leakage, fereastra nu trebuie sa aiba discontinuitati
pronuntate. Cu alte cuvinte, cu cat fronturile sunt mai netede, cu
atat lobii secundari vor fi mai atenuati.

Reducerea fenomenului de leakage presupune ca latimea lobului
principal sa fie cat mai mica, la fel si varful lobilor secundari. Un
alt criteriu in alegerea ferestrei este rata cu care lobii secundari
descresc.

Exemple de ferestre

In general, diferite tipuri de semnale se preteazi la diferite tipuri de
ferestre. Spre exemplu, daca nu se cunoaste nimic despre compo-
nentele semnalului, o fereastra potrivita este cea de tip Hanning.
Aceasta e utila de asemenea daca semnalul este format din doua
sinusoide. Daca insa sinusoidele sunt foarte apropiate, este mai
potrivita o fereastra uniforma sau o fereastra Hamming.

Puteti vedea o lista cu diferite tipuri de ferestre si formulele care le
definesc in Tabela 1.

Convolutia in timp. Filtre

Notam cu x si # doua semnale in timp. Operatia de convolutie in
cazul discret este data de formula

M-1
y[nl = ) hlk]-x[n-k]
k=0

unde M este lungimea ferestrei. Convolutia presupune o inversare
a axei timpului, urmata de o deplasare (shift) a coeficientilor si o
suma de produse.



Tabela 1: Ferestre uzuale

Tip Fereastra |Formula
Dreptunghiulara |w(n) = 1
Hanning w(n) = 0.5 [1 — cos (21’\7,")]
Hamming w(n) = 0.54 — 0.46 cos (2Nﬂ)
Blackman w(n) = 0.42 — 0.5 cos (2]’\’,—”) + 0.08 cos (4%)
Flat top w(n) =0.22 - 0.42cos (27") + 0.28 cos (7)
- 0.08 cos (6Nﬂ) + 0.007 cos (%)

Adesea unul din cele doua semnale poate fi vazut ca un filtru si
reprezinta un sistem liniar, invariant in timp.

Media alunecatoare (rolling mean) este unul din cele mai comune
tipuri de filtre. Semnalul din Figura 3 reprezinta date din trafic,
mai exact numarul de vehicule care trec printr-o intersectie la un
moment de timp (setul de date din laboratorul precedent). Acestea
au fost filtrate cu filtre medie alunecatoare avand diferite dimen-
siuni ale ferestrei, N,,. Observati cum semnalul este netezit in mod
diferit si intarzierile provocate de dimensiunea ferestrei.

2 Proiectarea Filtrelor

Proiectarea unui filtru se refera la specificarea coeficientilor aces-
tuia astfel incat sa aiba un anumit raspuns in frecventa. Deoarece
un filtru ideal nu poate fi implementat fizic (este necauzal si are
suport infinit), in practica se cauta un raspuns in frecventa cu to-
lerante fixate.

Proiectarea Filtrelor FIR

Cea mai simpla metoda de proiectare a filtrelor cu suport finit
(FIR), utilizata in special cand specificatiile nu sunt foarte preci-
se, este metoda ferestrei. Aceasta presupune modularea in timp a
raspunsului ideal cu o fereastra.
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Figura 3: Filtru medie alunecatoare

Raspunsul ideal al unui filtru trece-jos este

I, wel0,w,)

D(w) = { (1)

0, welw,r]

unde o, reprezinta frecventa de taiere. Insa in realitate un filtru nu
va putea taia perfect la w,, de aceea se introduce notiunea de banda
de trecere [0, w,] si banda de oprire [w,, 7]. Intre cele doua exista
banda de tranzitie.

Performantele filtrului pot fi schimbate modificand ordinul filtrului
sau tipul ferestrei. Un filtru optim are ordin minim.

Ideal, raspunsul in frecventa al ferestrei trebuie sa se apropie cat
mai mult de impulsul unitate. Insd aceastd cerintd nu se poa-
te realiza datorita incertitudinii de localizare in timp si frecventa:
fereastra nu poate avea in acelasi timp si suport finit si spectru
concentrat.

Trunchierea raspunsului cu ajutorul ferestrei provoaca aparitia fe-
nomenului Gibbs, in care raspunsul in frecventa prezinta oscilatii
in apropierea frecventelor de tranzitie.

Proiectarea Filtrelor IIR

O alta familie este reprezentata de filtrele cu suport infinit (IIR).
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Proiectarea filtrelor presupune de obicei o serie de compromisuri,
spre exemplu, Intre latimea lobului principal si inaltimea lobilor
secundari (corespunzatori benzii de tranzitie). Un alt compromis
se datoreaza faptului ca unui raspuns cu atenuare mare in banda
de trecere 1i corespunde o banda de tranzitie de asemenea mare,
In timp ce unei benzi de tranzitie mica ii corespunde si o atenuare
mica. Un astfel de compromis poate fi ilustrat analizand doua filtre
des utilizate in practica: Butterworth si Chebyshev.

Filtrul Butterworth are un raspuns plat in banda de trecere (fara
ondulatii), in schimb compenseaza cu o tranzitie foarte lenta. Din
acest motiv este util acolo unde este necesar ca semnalul sa nu fie
deloc distorsionat de operatia de filtrare, spre exemplu ca procedura
de anti-aliere sau in aplicatii audio.

Filtrul Chebyshev se foloseste acolo unde componentele de frec-
venta sunt mai importante decat amplitudinea semnalului.

Figura 4 reprezinta date de trafic care au fost filtrate pentru a eli-
mina frecventele inalte utilizand doua filtre diferite de ordin 5 si
aceeasi frecventa de taiere: Butterworth si Chebyshev.
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Figura 4: Filtrarea unui semnal cu Filtre Butterworth si Chebyshev



3 Ghid Python

Pentru proiectarea filtrelor veti avea nevoie de biblioteca scipy.

De regula, functiile care implementeaza filtrele returneaza coefi-
cientii acestora, anume vectorii b, a reprezentand coeficientii poli-
noamelor de la numarator respectiv numitor. Alternativ, se poate
opta pentru reprezentarea cu poli si zerouri.

O data obtinuti coeficientii filtrului, un semnal x se poate filtra
utilizand functia scipy.signal.filtfilt(b, a, x).

Pentru a calcula raspunsul in frecventa al unui filtru, se poate uti-
liza functia scipy.signal.freqz(b, a). Aceasta returneaza un vec-
tor w cu frecventele pentru care este calculat raspunsul si un vector
h de numere complexe, reprezentand raspunsul in frecventa. Cand
afisati grafic modulul acestora, folositi scala logaritmica, anume

plt.plot(w, 20 * np.loglO(np.abs(h)))

Proiectarea unui filtru Butterworth se poate face cu ajutorul func-
tiei

scipy.signal.butter (N, Wn, btype='low')

Primul parametru, N, se refera la ordinul filtrului. Parametrul Wwn se
refera la frecventele de taiere. In cazul filtrelor trece-jos sau trece-
sus, Wn este un scalar, iar in cazul filtrelor trece-banda, un vector
de 2 elemente, ce contine capetele benzii. Aceste valori sunt nor-

malizate in [0, 1], unde 1 este frecventa Nyquist. Parametrul btype
specifica tipul filtrului: trece-jos (low-pass) s.a.m.d.

Proiectarea unui filtru Chebyshev se poate face folosind
scipy.signal.chebyl (N, rp, Wn, btype='low')

Parametrul rp controleaza atenuarea ondulatiilor in banda de tre-
cere, in dB.

Pentru toate functiile de mai sus, puteti gasi in documentatie lista
completa a parametrilor.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/signal.html

Exercitii

1. Scrieti cate o functie prin care sa construiti o fereastra drept-
unghiulara, respectiv o fereastra de tip Hanning. Functiile
primesc ca parametru lungimea ferestrei. 1p

Generati si afisati o sinusoida cu frecventa f = 100 Hz, amplitu-
dine unitara si faza nula, apoi treceti-o prin cele doua tipuri de
ferestre (pentru lungimea N,, = 200) si afisati grafic rezultatul.

2. Fisierul traffic-one-week.csv! contine date de trafic colectate

pe o perioada de o saptamana. Perioada de esantionare este
de o ora, iar valorile masurate reprezinta numarul de vehicule
care trec printr-o intersectie.

(a) Incarcati datele in memorie si selectati din semnalul dat
o portiune corespunzatoare pentru 3 zile, x, pe care veti
lucra in continuare.

(b) Utilizati functianp.convolve(x, np.ones(w), 'valid') / w
pentru a realiza un filtru de tip medie alunecatoare si ne-
teziti semnalul obtinut anterior. Setati dimensiuni dife-
rite ale ferestrei (variabila w in codul de mai sus), spre
exemplu 5, 9, 13, 17. Afisati grafic semnalele obtinute. 1p

(c) Dorinti sa filtrati zgomotul (frecvente inalte) din semnalul
cu date de trafic. Alegeti o frecventa de taiere pentru un
filtru trece-jos pe care il veti crea in subpunctul urmator.
Argumentati alegerea facuta.

Indicatie: transformata Fourier a semnalului, calcula-
ta in laboratorul anterior, ar putea sa va ajute cu luarea
acestei decizii.

Pe langa valoarea frecventei in Herzi, determinati si valoa-
rea ei normalizata intre O si 1, unde 1 reprezinta frecventa
Nyquist pentru semnalul de trafic. 1p

(d) Utilizati functia scipy.signal.butter, respectiv functia scipy.signal.chebyl,
pentru a proiecta filtrele Butterworth si Chebyshev de
ordin 5, cu frecventa de taiere W, (valoare normalizata),
stabilita la subpunctul anterior.

ISursa originala a datelor se poate gasi aici.


https://www.kaggle.com/datasets/lampubhutia/bullettrain-timeseries-data

(e)

8]

Pentru inceput, setati atenuarea ondulatiilor larp = 5 (dB),
urmand ca apoi sa incercati si alte valori.

Filtrati datele de trafic cu cele 2 filtre si afisati semnalele
filtrate impreuna cu datele brute. Ce filtru alegeti dintre
cele doua si de ce?

Reproiectati filtrele alegand atat un ordin mai mic, cat si
unul mai mare. De asemenea, reproiectati filtrul Cheby-
shev cu alte valori ale rp si observati efectul.

Stabiliti valorile optime ale parametrilor pentru a va atin-
ge scopul (cel de a filtra zgomotul din semnal).

1p

Ip

Ip
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