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Capitolul 1

Material pregatitor

1.1 Elemente de algebra liniara, geometrie afina
si euclidiana

Notiuni de algebra liniara: spatiu vectorial, vector, combinatie liniara, liniar
(in)dependenta, sistem de generatori, baza, reper, dimensiune a unui spatiu vec-
torial, componentele unui vector intr-un reper, matrice de trecere intre repere,
repere orientate la fel (opus), reper drept (stramb), produs scalar, norma unui
vector, versorul unui vector nenul, spatiu vectorial euclidian, vectori ortogonali,
baza ortonormata, reper ortonormat.

Notiuni de geometrie afina: vectorul determinat de doua puncte, combinatie
afind, afin (in)dependentd, acoperirea afind a unei multimi de puncte, dreapta
determinata de doud puncte distincte, reper cartezian, coordonatele unui punct
intr-un reper cartezian, sistem de axe asociat unui reper cartezian din R", rapor-
tul a trei puncte coliniare, segmentul determinat de doua puncte, multime con-
vexd, inchiderea (Infagurdtoarea) convexa a unei multimi, aplicatie afina (exem-
ple: translatie, omotetie, proiectie, simetrie).

Notiuni de geometrie euclidiana: distanta dintre doua puncte, reper carte-
zian ortonormat, izometrie, proiectie centrala.

Detalii pot fi gésite in [7], [9], [14] [16].

1.2 Elemente de geometrie diferentiala a curbe-
lor

1.2.1 Curbe parametrizate. Curbe polinomiale. Schim-
bari de parametru

Definitia 1.1 Fie I C R un interval. O curba parametrizati de clasa C*
este data de o aplicatie CF-diferentiabild ¢ : I — R™. Aplicatia ¢ se numeste



parametrizare, iar multimea M := im (c) se numegte imagine geometrici
a curbei.

Dacd n = 2 curba se numeste pland (curba 2D), iar dacd n = 3 curba se
numeste stramba (curba 3D).

Exemplul 1.2 (i) Curbele
c1:R =R ¢(t) = (2+4t+ 1,2 — 4t);

c2: R = R?, cy(t) = (4 —3cost,3 + 2sint);
ch:R—=R? () = (4 — 3cos3t,3 + 2sin 3t);
R —R? c(t) = (4 —3cos(l —t),3+2sin(l —t));
st R R c3(t) = (2—t+t2 =7 +6t1, 1+t + 2t + 3t%);
s iR R2 ey(t) = (12 -2t +2,2t2 — 6t +4) =
=13(1,0) +2¢(1 — t)(1,1) + (1 — t)(2,4);
c5:0,1] = R2,  c5(t) = (83 + 3t, —3t2 + 3t) =
=13(4,0) + 3t2(1 — t)(2,1) + 3t(1 — t)%(1,1) + (1 — £)3(0,0)
sunt curbe parametrizate plane de clasa C*>.

(i) Curba cg : [=1,1] — R2, ¢5(t) = (t,t]t]) este de clasa C!, dar nu este de
clasa C?, iar curba cf : [—1,1] — R?, c4(t) = (¢, |t|) este de clasd CY, dar nu este
de clasi C! .

(iii) Curbele ¢7 : R — R3, c7(t) = (2cost,2sint,t) si

cs 1 [0,1] = R3,  cg(t) = (—2t3 + 3t2, 43 — 612 + 3¢, 3) =
=13(1,1,1) + 3t2(1 — t)(1,0,0) + 3t(1 — ¢)%(0,1,0) + (1 — ¢)3(0,0,0)

sunt curbe strambe de clasa C*.

Definitia 1.3 (i) O curba polinomialad de grad d este o curbi definita de
o parametrizare polinomiald, i.e.de o aplicatie ¢ = (¢1,...,¢,) : I — R™ cu
proprietatea ca ci,...,c, sunt functii polinomiale de grad cel mult d si cel
putin una dintre ele are grad exact d.

(ii) O curba datd de o aplicatie ¢ : [ugp, ur] — R™ se numegte polinomiala
pe portiuni daca exista o diviziune

U <UL < oo < U < U1 < ... <UL

a intervalului [ug, uy] astfel ca pentru orice i = 0,..., L — 1, restrictia c|fy, u,,,]
a aplicatiei ¢ la intervalul [u;, u; 1] s& fie polinomiala.



Exemplul 1.4 (i) Curbele ¢1, ¢3, ¢4 si ¢5 din exemplul 1.2 sunt curbe polino-
miale de grade 1, 4, 2, respectiv 3.

(ii) Orice curbd polinomiald ¢ : [a,b] — R™ este o curbi polinomiald pe
portiuni.

(iii) Curbele ¢g si ¢ din exemplul 1.2 sunt curbe polinomiale pe portiuni
care nu sunt curbe polinomiale, deoarece avem

) = (t,—t*), daca t € [-1,0]
T (4,42,  dacate0,1].

r o | (£, —t), dacate[-1,0]
c(t) —{ (1), dacit e [0,1].

Definitia 1.5 Fiec: I — R" si ¢: I — R" doua curbe parametrizate. Spunem
ca c¢ si ¢ difera printr-o schimbare de parametru (sau ca ¢ a fost obtinuta
din ¢ printr-o schimbare de parametru) dac# exista un difeomorfism o : [ — I
(numit reparametrizare) astfel ca ¢ = co .

O reparametrizare ¢ pastreazd (schimbi) orientarea daca este strict
crescatoare (respectiv strict descrescatoare).

Observatia 1.6 Printr-o reparametrizare imaginea geometrica a curbei consi-
derate nu se modifica, se schimba doar "modul” in care parcurgem curba.

Definitia 1.7 O schimbare afind de parametru (reparametrizare
afind) este o aplicatie de forma

b—a ad — bc
¢ :[e,d] = [a, 0], Cap(t):d_ct+ d—c '

unde [a, b], [¢,d] C R sunt doud intervale (care nu se reduc la un punct).

Observatia 1.8 Schimbarile afine de parametru sunt singurele care mentin o
curba polinomiala in clasa curbelor polinomiale de acelasi grad.

Exemplul 1.9 (i) Aplicatiile co, ¢4 si ¢j din exemplul 1.2 sunt parametrizari

diferite ale elipsei de ecuatie (“54)2 + (“23)2 = 1. Schimbdrile de parametru
utilizate sunt ¢ — 3t, respectiv ¢ — 1 — ¢.

(ii) Aplicatia ¢ : [0,1] — [0,1], ¢(t) = 1 — ¢ este o schimbare afind de
parametru care schimba orientarea. Aplicand aceasta schimbare de parametru
curbei polinomiale de gradul 2 datd de c: [0,1] — R?, ¢(t) = (£ + 4t + 1,t +2)
obtinem curba parametizata ¢ : [0,1] — R?, &(t) = (t>—6t+6, —t+3). Imaginea
geometricd a celor doud curbe este un arc al parabolei 1 — 23 + 3 = 0, care
unesgte punctele A = (1,2) si B = (6,3). Parametrizarea ¢ "parcurge” acest arc
de la A la B, in vreme ce ¢ ”parcurge” acest arc in sens invers.

Definitia 1.10 O curba data de o parametrizare injectiva se numeste curba
simpla.



Exemplul 1.11 In exemplul 1.2 curba c; este simpla, iar curba ¢y nu este o
curba simpla.

1.2.2 Vector tangent, vector acceleratie. Regularitate

Definitia 1.12 Fie ¢ : I — R", ¢ = (¢1,...,¢,) o parametrizare de clasa C*
(k> 1) a unei curbe si to € I fixat.
(i) Vectorul ¢ (to) := (¢} (o), ., c,(to)) se numegte vector tangent (vec-

tor viteza) la curba in punctul corespunzator lui ¢(¢g). Dreapta care trece
prin punctul ¢(tg) si are directia data de vectorul ¢/(¢p) se numeste tangenta
la curba ¢ in punctul ¢(¢p).

(ii) Dreapta care trece prin punctul ¢(tg) si este perpendiculard la tangenta
la curba in acest punct se numeste normala la curba ¢ in punctul ¢(tg).

Observatia 1.13 Ecuatiile parametrice ale tangentei la curba ¢ prin punctul
¢(to) sunt

Ir1 = Cl(to) + Scll(t())

............... s €R.

Tn = cn(to) + sc,(to)

Definitia 1.14 Fie ¢ : I — R", ¢ = (cy,...,¢,) o parametrizare de clasa C*
(k> 1) a unei curbe

(i) Punctul ¢(tp) se numeste punct regulat daca ¢/ (to) # 0.
(ii) Punctul ¢(tp) se numeste punct singular daca ¢/ (tp) = 0.
(iii) O curba se numeste regulata daca toate punctele sale sunt regulate.

Definitia 1.15 Fie ¢ : I — R", ¢ = (¢1,...,¢,) o parametrizare de clasa C*
(k > 2) a unei curbe si to € I fixat. Vectorul ¢’(tg) := (¢ (to),...,c(to)) se

r n
numeste vector acceleratie la curba in punctul corespunzator lui c(tp).

Propozitia 1.16 Fiec: I - R*gi¢: [ — R" doua parametrizari de clasa ck
(k > 2) ale unei curbe, astfel ca ¢ = co ¢, unde ¢ : I — I este o schimbare de
parametru. Pentru orice s € I au loc relatiile

c(s) =¢'(s) - c(p(s)),

&"(s) = ¢'(s)* - "((3)) + ¢"(5) - ¢ (p(5))-

In particular, regularitatea unei curbe este o proprietate intrinseca a acesteia,
in sensul ca nu depinde de parametrizarea aleasa.

Definitia 1.17 Fie ¢ : I — R", ¢ = (cy,...,¢,) o parametrizare de clasa C*
(k > 1) a unei curbe si [a,b] C I un interval.
(i) ¢ 1 [a,b] — R™ se numeste arc al curbei ¢;

(ii) lungimea arcului de curba ¢, este L(c|, ) = fj I’ ()]l dt.

Propozitia 1.18 Lungimea unui arc de curba este invarianta la schimbari de
parametru.



1.2.3 Racord de clasa C* al unor arce de curba. Continu-
itate geometrica

Definitia 1.19 Fie ¢; : [a,b] = R" si ¢z : [b,¢] = R" doud parametrizari ale
unor arce de curba.

(i) Dacd ¢1(b) = co(b) =: P, spunem ci cele doud arce sunt racordate in
punctul P.

(ii) Racordul se numeste de clasa C* daca cgl)(b) = cél)(b)7 oricare ar fi
1=0,...,k.

Exemplul 1.20 Curbele date de parametrizarile
c1:[=2,00 = R, ei(t) = (2t +1,t+2),

co:[0,3] = R cp(t) = (2 —3t2 + 2t + 1,82+t +2)

au in punctul P = (1,2) un racord de clasi C! care nu este de clasi C2. Mai
precis, avem:

c1(0) = e2(0) = (1,2);  ¢1(0) = c5(0) = (2,1);
c1(0) = (0,0) # 5(0) = (=6,2).

Observatia 1.21 Fie ¢; : [a,b] = R™ gi ¢y : [b,¢] — R™ doud parametrizari
ale unor arce de curba care au in P = ¢;(b) = co(b) un racord de clasa C*
(k > 1). Fie ¢ : [a,b] — [a,b] o schimbare de parametru astfel ca ¢(b) = b,
dar ¢’(b) # 1 (spre exemplu, o schimbare afind de parametru intre intervale
de lungimi diferite) si fie ¢; := ¢; o ¢ curba obtinutd in urma reparametrizarii.
Atunci

c1(b) = ¢ (b) - ¢\ (b) # c5(D),

ceea ce aratd ca, in general, racordul de clasi C¥ nu se péstreazi in urma
schimbarilor de parametru. Vectorii tangenti sunt coliniari, dar nu identici.
Concret, considerand curbele ¢; si ¢o din exemplul 1.20, schimbarea de pa-
rametru ¢ : [—1,0] = [~2,0], ¢(s) = 2s si curba ¢; : [-1,0] = R%, &} :=¢; 0 ¢,
ie.
c1(s) = (4s+ 1,25 +2),

avem
1(0) = e2(0) = (1,2);  ¢1(0) = (4,2) # ¢5(0) = (2,1).

Asadar, degi parametrizarile ¢, si ¢; sunt echivalente, ele nu au acelasi tip de
racord cu ¢ in punctul (1,2): & are un racord de clasd C°, iar ¢; are un racord
de clasd Ct. Remarcam faptul ci avem & (0) = 2 - c5(0).

Pentru a permite o mai mare flexibilitate in racordul unor arce de curba
si pentru a nu ”pierde” proprietatea de racord de clasi C*¥ in urma reparame-
trizarilor este introdusa notiunea de continuitate geometrica (definitia 1.23).



Observatia 1.22 Exista o clasa importanta de schimbari de parametru care
pistreaza racordul de clasa C*: translatiile, i.e. reparametrizarile de forma

e:lab] > la—a,b—al, eit)=t—aqa, (a,b,a € R,a < b),

deoarece, in cazul unei translatii, avem ¢'(t) = 1, oV (t) = 0, pentru orice
t € [a,b] gi pentru orice [ > 2.

In particular, pentru a studia problema racordului de clasa C* este suficient
sa alegem intervalele pe care sunt definite parametrizérile de forma [a, 0], res-
pectiv [0,b], deoarece, printr-o schimbare de tip translatie, orice doud intervale

arbitrare pot fi transformate in intervale de acest tip.

Definitia 1.23 Fie ¢1 : [a,0] — R™ si ¢2 : [0,0] — R™ doudl parametrizari
ale unor arce de curba astfel ca ¢;(0) = ¢2(0) =: P si ¢j(0) # 0,c5(0) #
0. Cele doud arce au in punctul P un racord de clasi GCF daci existd o
reparametrizare (care pastreaza orientarea) ¢ : [a,0] — [a, 0] cu ¢(0) = 0, astfel
incat parametrizarile ¢; o ¢ si ¢y si verifice conditiile de racord de clasa C*. In
acest caz spunem cé parametrizarea

] n | «al(t), dacate€a,0]
cilab] >R ’C(t)—{ e>(t), dac t € [0.1]

are continuitate geometrici de clasa GC* in ¢t = 0.

Observatia 1.24 In CAGD sunt utilizate mai ales conditiile de racord de clasi
GC' §i GC?, care pot fi verificate astfel: fie ¢; si co dous parametriziri ca in
definitia 1.23. Atunci:

(i) arcele definite de cele doud parametriziri au un racord de clasd GC! daci
si numai daca exista o constanta pozitiva a > 0 astfel ca

¢(0) = a- ¢ (0)

(i.e. vectorii tangenti la cele doud curbe sunt coliniari gi au acelasi sens);

(ii) arcele definite de cele doud parametrizari au un racord de clasi GC? daci
si numai daca exista o constante a > 0, 5 € R astfel ca

&(0) = - ¢ (0)
&(0) = a2 - {(0) + 8- &(0).

Exemplul 1.25 Fie curbele
c1: 2,00 = R c(t) = (3t3 — 262 + 2t + 2,4 — 2t + 1),

c2:[0,1] = R? cp(t) = (6t +2,—6t + 1),
c3:[0,1] = R?, c3(t) = (3t3 — 10> 4 4t + 2,6t> — 4t + 1).



Cum ¢1(0) = ¢2(0) = ¢3(0) = (2, 1), ne putem pune problema racordului curbei
c1 cu co gicucg int = 0. Pentru a stabili ce clasa au aceste racorduri, calculam

c1(0) =(2,-2), ¢(0)=(6,-6), c(0)=(4,—4);

—4,2), 4(0)=(0,0), 5(0)=(-20,12).

(
Avem ¢4(0) = 3¢,(0), iar ¢5(0) — 9¢/(0) = (36,—18). Acest vector nu este
coliniar cu ¢} (0) = (2, —2), deci curbele ¢; si ¢ au un racord de clasa GC! care
nu este de clasd GC? in (2,1) = ¢1(0) = ¢2(0). In schimb,

c5(0) =2¢1(0),  c5(0) — 4c{(0) = (—4,4) = —2¢1(0),

ceea ce aratd cd c¢; si c3 au un racord de clasi GC? in P = ¢1(0) = ¢3(0).

1.2.4 Curbe plane (curbe 2D)
Definitia 1.26 Fie c¢: I — R?, ¢ = (c1,¢2) o curba plana.

(i) Curbura lui ¢ intr-un punct regulat c(t) este

ci(t)es(t) — A/ ()er(t) _ det(¢'(#), <" (1))
(ch(8)% + ch(t)2)3 lle (@11

(i) In cazul in care k.(t) # 0, raza de curburi a lui ¢ in ¢(t) este, prin
definitie, m

Ke(t) :==

Exemplul 1.27 (i) Curbura unei drepte este egald cu 0 in orice punct al drep-
tei: fie
c:R =R ¢(t) = (a1 +t(b1 — ay),as + t(bs — az))

o parametrizare a unei drepte. Atunci ¢/(¢t) = (b1 — a1, b2 — aa), ¢’ (¢t) = (0,0),
deci k.(t) = 0 pentru orice t € R.

(ii) Curbura unui cerc de raza r este, la randul sdu constanta, fiind egald cu
% in orice punct: fie

c:R—=R? ¢(t) = (a3 +rcost,ay +rsint)
o parametrizare a cercului de centru (a1, az) si de raza r. Avem
d(t) = (=rsint,rcost), c"’(t) = (-rcost,—rsint), VteR,

de unde deducem ca

—rsint —rcost
derld/(0),¢"(0) = et | T TTON ) =k )] =

rezultand imediat cd avem k. (t) = 1 pentru orice t € R.



(iii) Fie ¢ : R — R?, ¢(t) = (acost,bsint) cu a > b > 0 o parametrizare a
elipsei de centru O si semiaxe a §i b. Avem

d(t) = (—asint,bcost); c"(t) = (—acost, —bsint);

det(c(t), " (t)) = ab; I ()] = VaZsin?t + b2 cos? t.
ab

(a2 sin? t+b2 cos? t)

In acest caz curbura nu mai este constanta, ci avem k. (t) = 5.
2

Observatia 1.28 (i) Fie ¢ : I — R? o parametrizare a unei curbe 2D regulate
si fie ¢ : I — I o schimbare de parametru. Oricare ar fi s € I are loc egalitatea

Reop (3) = Sgn(‘p)ﬁC(@(s))a

unde sgn(p) este egal cu 1 sau —1, dupd cum ¢ este crescitoare sau des-
crescatoare (i.e. curbura unei curbe 2D este invariantd, pana la semn, la schimbéari
de parametru).
(i) Fie ¢ : I — R? o curbd 2D si F : R? — R? o izometrie. Pentru orice
t € I are loc egalitatea
KFRoc(t) = &(F) - ke(t),

unde e(F') este 1 sau —1, dupa cum F pastreaza sau schimba orientarea (i.e. curbura
unei curbe 2D este invariantd, pana la semn, la izometrii).

(iii) Exemplele (i) si (ii) din 1.27 aratd ca dreptele si cercurile sunt curbe cu
curbura constantd (nula, respectiv nenuld). Reciproc, dacd o curba 2D ¢: I —
R? cu I C R interval conex are curbura constanti x.(t) = & in orice punct c(t),
atunci imaginea sa geometrica este fie inclusa intr-o dreaptd (cind k = 0), fie
intr-un cerc de raza 1 (cand k # 0).

(iv) In general, se poate pune problema in ce masura data curbura putem
"reconstitui” curba (existentd, unicitate). Raspunsul este dat de teorema fun-
damentala a curbelor plane (vezi, de exemplu, [10, capitolul 6]).

1.2.5 Curbe 3D

Definitia 1.29 Fie ¢ : I — R3, ¢ = (c1,¢2,¢3) o curba 3D de clasa C* (k > 3)
cu proprietatea cd vectorii ¢/(t) si ¢”(¢) sunt liniar independenti, oricare ar fi
tel.

(i) Curbura lui ¢ in punctul ¢(t) este datd de

_ @) x @)l

K(t) :==
I @I
(ii) Torsiunea lui ¢ In punctul ¢(t) este data de

) x (), )
"= e x R

10



Exemplul 1.30 (i) Considerdam curba
c:(0,00) = R?, c(t) = 2+t +°,—t — 3,5 +1%).

Avem, pentru orice t € (0, 00),

d(t) = (14 3t%, -1 — 3t2, 3t%), I (1)]| = /2(1 + 3t2)2 4 9t;
c/l(t) = (6t7 _6t76t)a cm(t) = (67 _67 6)7
d(t) x "(t) = (—6t, —6t,0); 1€/ (t) x &' (t)|| = 6v/2t;

_ 6+/2t
(V20U +32)2 + 9t%)3”

(ii) Consideram curba

K(t)

7(t) = 0.

c:R—=R3 ¢(t)=(acost,asint,bt), a>0,b+#0,

numita elice circulara dreapta. In acest caz avem

d(t) = (—asint,acost,b), Il ()] = Va? + b
d"(t) = (—acost,—asint,0), " (t) = (asint,—acost,0);

c(t) x ¢'(t) = (absint, —abcost,a?), ||/ (t) x ' (t)| = av/a? + b2;
a b
=g O
Remarcam ca functiile curbura si torsiune sunt constante.

(iii) Consideram curba

3 5 213
C:R%R, C(t)z(t,t,?)
Pentru aceasta curba au loc egalitatile
d(t) = (1,2t,2t?), I ()| =14 2t2;

d'(t) =(0,2,4t), "(t) = (0,0,4);
d(t) x '(t) = 2(2t%, —2t, 1), ||/ (t) x " (t)]| = 2(1 + 2t%);

2 2
K(t) = m, 7(t) = m

In acest caz functiile curbura si torsiune nu sunt constante, dar raportul ~ este

o constantd. In general, o curba pentru care raportul dintre torsiune si curbura
este constant, se numegte elice.
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Observatia 1.31 (i) Curbura unei curbe 3D este o functie pozitiva.

(ii) O curbd 3D are imaginea inclusd intr-un plan daci si numai daci tor-
siunea sa este nula in orice punct al sau.

(iii) Fie ¢ : I — R? o parametrizare a unei curbe 3D regulate si fie ¢ I—1
o schimbare de parametru. Oricare ar fi s € I au loc loc egalitatile

Feop(8) = Ke(9(5));  Teop(s) = e(@)Te(p(s)).

(iv) Fie ¢ : I — R3 o curba 3D si F : R — R3 o izometrie. Pentru orice
t € I au loc relatiile

Kpoc(t) = Ke(t),  Troc(t) =e(F) - 1e(t).

(v) Prin analogie cu rezultatele referitoare la curbele plane, se poate pune
problema in ce masurd putem ”reconstitui” o curbd 3D (existentd, unicitate)
pornind de la curbura si torsiune. Raspunsul este dat de teorema fundamentala
a curbelor strambe (vezi, de exemplu, [10, capitolul 10]).

Definitia 1.32 Fie ¢ : I — R3, ¢ = (c1,¢2,¢3) o curba 3D de clasa C* (k > 3)
cu proprietatea cd vectorii ¢/(t) si ¢”(¢) sunt liniar independenti, oricare ar fi
t € I. Triedrul Frenet in punctul ¢(t) este format din vectorii
c(t) c(t) x '(t)
T(t) := , N():=B(@)xT(t), B(t)=—"—"""=.
[l (@)l [l () x e (@)l
Vectorul T'(t) este versorul tangentei la curba in punctul ¢(t). Vectorii N ()
si B(t) se numesc vector normala principald, respectiv vector binormala
la curba in punctul respectiv.

Observatia 1.33 (i) Triedrul Frenet este un reper ortonormat mobil.

(ii) Formulele lui Frenet, scrise matriceal sub forma

T 0 vk O T
N | =| -vk 0 ot || N |, v=|c]
B’ 0 —vr O B

aratd cum pot fi exprimate derivatele vectorilor triedrului Frenet in reperul
asociat acestui triedru.

1.3 Elemente de geometrie diferentiala a supra-
fetelor

Definitia 1.34 O suprafati parametrizati de clasa C* este dati de o aplicatie
CF-diferentiabila f : U — R3, unde U C R? este o multime (conexa). Aplicatia

f se numegte parametrizare, iar multimea M := im (f) se numeste imagine
geometrica a suprafetei.
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Exemplul 1.35 (i) Consideram (a,b) € R?\ {(0,0)} si
f:R? 5 R?, flu,v) = (u,v,au + bv + c).

Imaginea geometrica a lui f este planul de ecuatie x3 = axy + bzs + c.

(i’) Fie Py € R® un punct fixat si wi,wy doi vectori ortogonali de lungime
egala cu 1. Atunci

f:R? = R flu,v) :=Py+u-wy +v-ws
este o suprafatd parametrizatd de clasa C*°, a carui imagine geometrica este
planul care trece prin Py si are subspatiul director (w1, ws).
(ii) Fie r > 0 fixat. Aplicatia
T 3 . .
f: (—5, 5) xR = R° f(u,v) = (rcosucosv,rcosusinv, rsinu)

da nastere unei suprafete de clasa C* a cirei imagine geometrica este sfera de
Cengﬂ)%‘%}nrcaﬁé r din care au fost eliminate punctele N(0,0,r) si S(0,0, —r).

f:(0,2m) x R — R3, flu,v) = (cosu,sinu, v)

reprezinta o suprafata a carei imagine este un cilindru circular drept din care a
fost scoasa o dreapta.

(iv) Aplicatia
f:R? - R f(u,v) = (ucosv, usinv, u)

este o parametrizare de clasa C* a carei imagine geometrica este conul avand
ecuatia 23 + 23 — 22 = 0.

(v) In general, sa consideram o curba plana si o dreapta d situata in planul
curbei si care nu intersecteaza imaginea curbei. "Rotind” imaginea geometrica
a curbei in jurul lui d, obtinem o suprafata de rotatie. Pentru simplitate sa
presupunem ca dreapta d este dreapta suport a axei Ozg, iar curba plana pe
care o rotim este inclusa in planul Ozix3, deci are o parametrizare de forma

i TCRSRY, c(t) = (p(1),0,%(1)), o(t) #0.

Vom presupune in continuare ca ¢(t) > 0. Un punct fixat P = (¢(to),0,% (o))
al curbei se rotegte in planul perpendicular pe d ce-1 contine, descriind un cerc
de centru (0,0,%(tg)) si de raza o(tp), deci, prin rotire, genereaza puncte de
forma

(p(to) cos v, p(to) sinv, 1 (ty)).

In consecinta, suprafata de rotatie obtinuta este imaginea parametrizarii

f:IxR—=R3 fu,v) = (p(u) cosv, p(u) sinv, Y(u)).
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Cazuri particulare: Sfera (fara poli), cilindru, tor, hiperboloid cu o péanza,
catenoid, pseudosfera.

(vi) Aplicatia
f:(0,2m) x R — R3, f(u,v) = (vecosu,vsinu,au), a >0
reprezintd o suprafatd numita elicoid drept.

Observatia 1.36 Pentru a obtine informatii suplimentare despre forma unei
suprafete este util sd considerdm curbe (cat mai convenabile) situate pe aceasta
suprafata.

De exemplu, sa consideram sfera din exemplul 1.35 (ii) si sa fixam (ug, vo) €
(—g, g) Curbele
’U'—>f(U0,’U), U'-)f(u,’l/'o)

reprezintd un cerc paralel, respectiv un cerc meridian al sferei.

In cazul elicoidului drept, daci fixdm (up,vp) cu ug # 0, f(-,v9) curba
reprezintd o portiune a unei elice circulare drepte, iar curba f(ug, ) reprezinta
normala la aceastd curba in punctul f(ug,vo).

Definitia 1.37 Fie f : U — R3 o suprafati. Pentru (ug,vo) € U fixat, curbele
v = f(ug,v), u > f(u,vg)
se numesc curbe coordonate (duse prin punctul f(ug,vo)).

Notatie. Fie f : U — R3 o suprafati de clasa C* (k > 1). Fixam (ug,vo) € U
$i notam

Julug,vo) := %(UOWO), fo(ug,vo) 1= %(Uo,vo)-

Definitia 1.38 Fie f: U — R3 o suprafati parametrizats.

(i) f se numeste regulatd in punctul (ug,vg) dacd vectorii f,(uo,vo),
fo(ug,vo) sunt liniar independenti. In acest caz f(ug,vo) (sau (ug,vg)) se
numegte punct regulat, in caz contrar se numegte punct singular.

(ii) f se numeste suprafatd regulata daca este regulatd in orice punct al
sau.

Exemplul 1.39 (i) Planul, sfera, elicoidul drept sunt suprafete regulate.

(ii) Punctul f(0,0) al conului este singular, restul sunt puncte regulate.

Observatia 1.40 Vectorii f, (uo,v0), fo(u0,vo) sunt vectorii tangenti ai curbe-
lor coordonate care trec prin punctul f(ug,vp).

Observatie. In cele ce urmeazi vom considera suprafete parametrizate regulate
de clasa C* (k > 2).
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Definitia 1.41 Fie f: U — R? o suprafata, fie (u,v) € U fixat.
(i) Spatiul (vectorial) tangent la suprafata in f(u,v) este planul T{,, . :=
(fulu,v), fu(u,v)) generat de vectorii fy,(u,v), f,(u,v).

(ii) Planul tangent la suprafati in punctul f(u,v) este planul care trece
prin punctul f(u,v) si are directia data de planul vectorial T{,, ).

(iii) Normala la suprafata in punctul f(u,v) este dreapta care trece prin
f(u,v) si este perpendiculara pe T(y, ).

Observatia 1.42 Un vector director al normalei la suprafatd in f(u,v) este

_ fulu,v) x fy(u,v)
[ fu(u,v) x fo(u,v)

Definitia 1.43 Sistemul de vectori

{fu(u7 ,U)’ f’l)(u7 v)7N(u7 ,U)}

se numegte reper Gauss la suprafata in punctul f(u,v).

N(u,v)

Definitia 1.44 Fie f: U — R3 o suprafata, fie (u,v) € U fixat. Numerele
E(”’”) = <fu(u,’l))7 fu(ua U)>>
)

F(u,v) = <fu(uav)afv(uvv) )
G(uav) = <fv(u’ 1}), fv(uvv»

se numesc coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei in f(u,v).
Observatia 1.45 (i) Au loc inegalitatile
E(u,v) >0, G(u,v) >0, E(u,v)G(u,v)— F(u,v)*>0.

(ii) Atunci cand (u,v) variazd in U, se obtin functii E,F,G : U — R
(coeficientii primei forme fundamentale).

Exemplul 1.46 (i) Pentru planul din exemplul 1.35 (i’) se obtin vectorii
Fulwv) = w1, folw,0) =ws,  N(u,v) = wy x wp
iar coeficientii primei forme fundamentale sunt functiile constante
E=1, F=0, G=1.
(ii) Pentru cilindrul din exemplul 1.35 (iii) avem, oricare ar fi (u,v):
fulu,v) = (—sinw,cosu,0), f,(u,v) =(0,0,1), N(u,v)= (cosu,sinu,0);

E(u,v) =1, F(u,v)=0, G(u,v)=1.
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In particular, avem doud suprafete diferite avand aceiasi coeficienti ai primei
forme fundamentale.

(iii) Pentru sfera din exemplul 1.35 (ii) avem
fulu,v) = (—rsinucosv, —rsinusinv, r cos u),

fo(u,v) = (—rcosusinv, r cosucosv,0),
N(u,v) = (—cosucosv, — cosusinv, —sin u);

E(u,v) =7%, F(u,v) =0, G(u,v)=r?cos®u.
Observatia 1.47 Coeficientii primei forme fundamentale sunt utilizati pentru
a efectua "masuratori” pe suprafatd (lungimi de curbe, unghiuri intre curbe, arii
ale unor portiuni de suprafati) fird a ne raporta la spatiul ambiant R3. Ge-

ometria intrinseca a suprafetei este formata din acele proprietati geometrice
care depind numai de coeficientii primei forme fundamentale.

Definitia 1.48 Fie f : U — R3 o suprafata, fie (u,v) € U fixat. Numerele
EII(“’?”) = (N(u,v)7 fuu(u7v)>7

Fll(ua U) = <N(ua U),fuv(ufu»(: (N(u,v),fw(u,v»),
Grr(u,v) := (N(u,v), fou(u,v))

se numesc coeficientii celei de-a doua forme fundamentale a suprafetei

in f(u,v).

Exemplul 1.49 (i) Pentru planul din exemplul 1.35 (i’) iar coeficientii celei
de-a doua forme fundamentale sunt functiile constante

Erp =0, Frp=0, Grr=0.
(ii) Pentru cilindrul din exemplul 1.35 (iii) avem, oricare ar fi (u,v):

E[[(U,?)) = —17 FH(u,v) = O7 G[[(U,?)) =0.

(iii) Pentru sfera din exemplul 1.35 (ii) avem
Err(u,v) =7, Frr(u,v) =0, Grr(u,v)=rcos’u.

Definitia 1.50 Fie f: U — R3 o suprafata, fie (u,v) € U fixat.
(i) Matricea operatorului Weingarten in f(u,v) este definita prin

-1
_(E F\ ' (E: Fu
A(u,v) := ( F oG ) ( Fii Gir )
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(ii) Curbura medie a suprafetei in f(u,v) este
1
H(u,v) := Qtr A(u,v).

(iii) Curbura Gauss (totald) a suprafetei in f(u,v) este

K (u,v) := det A(u, v).

Observatia 1.51 Se obtin functii H, K : U — R, numite curburd medie, res-
pectiv curbura Gauss.

Exemplul 1.52 (i) Pentru planul din exemplul 1.35 (i’) curbura medie i cur-
bura Gauss sunt functiile constante

H(u,v) =0, K(u,v) =0.

(ii) Pentru cilindrul din exemplul 1.35 (iii) curbura medie gi curbura Gauss
sunt functiile constante

H(u,v) = — K(u,v) =0.

1
2 9
(iii) Pentru sfera din exemplul 1.35 (ii) curbura medie si curbura Gauss sunt

functiile constante

H(u,v)zl, K(u,v):%.
T r

(iv) Pentru elicoidul drept din exemplul 1.35 (vi) curbura medie, respectiv
curbura Gauss sunt date de

H(u,v) =0, K(u,v) =—

a
(a% +v2)?

Definitia 1.53 Fie f : U — R3 o suprafatd. Un punct f(u,v) se numeste
(i) eliptic in cazul in care K(u,v) > 0;
(ii) hiperbolic in cazul in care K (u,v) < 0;
(iii) parabolic in cazul in care K (u,v) =0 gi H(u,v) # 0;
(iv) planar in cazul in care K (u,v) =0 si H(u,v) = 0.

Exemplul 1.54 Toate punctele planului sunt planare, toate punctele cilindru-
lui sunt parabolice, toate punctele sferei sunt eliptice, iar punctele elicoidului
sunt hiperbolice. Pe de alta parte, torul este o suprafata care are puncte eliptice,
parabolice si hiperbolice.

Propozitia 1.55 (O interpretare geometrica a curburii Gauss)

(i) Daca un punct P al unei suprafete este eliptic, atunci exista o vecindtate
a sa astfel ca toate punctele acestei vecinatati sa fie situate de aceeagi parte a
planului tangent la suprafata in P.

(ii) Dacd un punct P al unei suprafete este hiperbolic, atunci pentru orice
vecinatate a lui P pot fi gasite puncte ale acesteia si de o parte gi de cealalta
parte a planului tangent.
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Teorema 1.56 (Theorema Egregium, Gauss) Curbura totala tine de geo-
metria intrinseca a suprafetei.

Teorema 1.57 (Gauss) Fie T un triunghi geodezic al unei suprafete
f:U —R3 cu f injectiva si fie 1, 02, @3 unghiurile lui 7. Are loc egalitatea

<p1—|—g02—|—<p3—7r:/Kd0,
T

unde

/Kdo:// K(u,v)vV EG — F?dudv.
T f=H(1)

Mai multe notiuni si rezultate referitoare la teoria curbelor si a suprafetelor,
precum si numeroase exemple, pot fi gdsite in lucrarile [10], [8], [13] si [11].
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Capitolul 2

Interpolare polinomiala

In acest capitol ne propunem sa indicam o solutie pentru urmatoarea problema:

Problema 2.1 Se considerd un sistem de puncte py,p1,---,Pn (poligon de
control) din planul R?, precum si un sir de numere reale to < t; < ... < tp,.
Sa se construiasca o curba polinomiala care sd interpoleze punctele date, i.e. o
curbd ¢ : R — R2 cu proprietatea cd

c(to) = po, c(t1) =p1, -+, c(tn) = Pn.

2.1 Segmente. Interpolare liniara (afina)

Discutam mai intai cazul in care n = 1, deci pornim la drum cu doua puncte,
Po si p1. In cazul particular in care tg = 0 i £ = 1, curba parametrizata

c:R—R? c(s) = (1 - s)po + spi,

a carei imagine geometrica este dreapta pop; reprezinta o solutie a problemei
considerate. Mai mult, pentru s € [0, 1], se obtin punctele segmentului [po, p1],
pentru s < 0 se obtin punctele p de pe dreapta pgp1 cu proprietatea ca pg este
strict intre p si p1, etc.

Fie acum ¢y < t; doua numere reale. Pentru a construi o curba cu proprie-
tatea ceruta, trebuie sa gasim o aplicatie care sa faca ”trecerea” intre intervalele
[to, t1] si [0,1], cu alte cuvinte si reparametriz&m curba de mai sus. Cea mai
simpla posibilitate (dar nu singura!) este de a considera schimbarea afind de

parametru ¢ : R = R, o(s) = (1 — s)tp + st1, a cdrei inversa este aplicatia Gdsiti  gi
" ‘ schimbari
— o parametru
([ [thtl} — [07 1]a ’(ﬂ(t) = n o intervalele
1= §i [to, t1].
In concluzie, compunerea s : [to,t1] — R2, s := c o, reprezinta o solutie a
problemei date. Explicit avem
t1 —t t—1o

S(t) = P1, Vvt € R.

= Po +
t1 —to t1 —to
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Pentru t € [tg, t1] obtinem o parametrizare a segmentului [pg, p1], pentru ¢t < 0
obtinem o parametrizare a semidreptei deschise cu capatul py care nu il contine
pe p1, s-a.m.d.

Po = s(to) p1 = s(t1)

t <ty to <t<t t>1

Avand in vedere ca am utilizat combinatii afine ale punctelor pg si p1 pen-
tru a obtine punctele curbei s, spunem ca aceasta curba a fost obtinuta prin
interpolare afina. Prin abuz de limbaj, metoda mai este numita si interpolare
liniara.

2.2 Algoritmul lui Aitken

Inainte de a discuta situatia generala, analizam cazul n = 2. Fie, agadar, pg, p1
si p2 trei puncte din plan, precum si ¢ty < t; < to trei numere reale. O prima
curba care satisface conditia din enunt este data de reuniunea semidreptelor
pop1] i [pP1pe. In cazul in care cele trei puncte considerate nu sunt colini-
are, aceastd curba are clasia C° in pp, dar nu are clasia C! in acest punct (de
ce?). Pentru a construi o curba neteda cu proprietatea ceruta, vom utiliza o
interpolare afina repetata. Definim mai intai punctele

t1 — 1 t—t
1 1 0
t) = + :
P (t) a _topo t —topl
to — 1 t—11
pi(t)_ P2,

PR
care sunt situate pe dreptele pop1, respectiv p1p2. Mentionam faptul ca pen-
tru t = t; cele doua puncte coincid cu t1; avem, de asemenea, egalitatile
pi(to) = Po, Pi(ta) = p2. Ideea de bazi a algoritmului este de a efectua o
noud interpolare afind, cat mai convenabild, de aceastd datd a punctelor nou
construite pj si pi. Fie, agadar

to —t

pa(t) = po(t) +
ta —to

t—to 4
pi().
sy 210

Acest punct, descrie de fapt o curba
c:R—R?  c(t):=pit).

Putem determina explicit punctul ¢ in functie de punctele initiale pg, p1, p2: un
calcul direct arata ca avem
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(= t)(t—t2) (t —to)(t —12) (t—to)(t —11)
c(t) = Po P1
(to — t1)(to — t2) (t1 — to)(tr — t2) (t2 = to)(t2 — t1)
Curba c astfel construita este neteda (are clasa C*°), fiind polinomiald in ¢. Ea

verifica si conditiile de interpolare a punctelor date pg, p1 si p2, reprezentand
o solutie a problemei date.

p2. (2.1)

Metoda indicata poate fi generalizata cu usurinta pentru cazul n arbitrar,
obtinidnd algoritmul lui Aitken in forma generald (mai sus acest algoritm a
fost prezentat pentru cazul n = 2). Fie, asadar, po,p1,...,Pn € R%sitg <t; <
... < t, numere reale. Notam

p?::pi, Vi=0,...,n.

Pentrur =1,...,n¢ii=0,...,n—7r sit € R fixat se construiesc inductiv,
folosind interpolarea afina, punctele

t—1 r—1

p; (1) :== Mprfl(t) + Pit1 (t). (2.2)

ti+r — ti i ti+r - ti
Observatia 2.2 (i) Direct din relatiile (2.2) se poate deduce ca pentru orice
r=1,...,n, 1=0,...,n — r este verificat girul de egalitati

Pi (titr) = Pii1 (tirr) = ... = iy, (tisr) = Pigr,
de unde rezulta ca aplicatia ¢t — p] (¢) reprezinta o curba parametrizata care in-
terpoleazd punctele p;, Pit1; - - -, Pitr, astfel incat p}(t;) = pi, - - ., P} (tigr) =
Pitr- In particular, curba ¢ : R — R2, c(t) := py(t) reprezintd o solutie a
problemei 2.1.

(ii) Curba ¢ poate fi descrisa algebric folosind polinoamele Lagrange de
grad n, care sunt asociate unui sistem de numere reale tg < t; < ... < t,, (pentru
simplitate aceste numere reale sunt omise din notatia polinoamelor Lagrange,
acestea fiind notate cu L§j, LY, ... LI):

no (=t
L;’(t):n,{*‘“#( J), Vi=0,...,n.
Hj:O,j;éi(ti - tj)

Inductiv, se poate demonstra ca avem pentru orice ¢t € R relatia

c(t) = LI (t)ps
=0

(iii) Curba c construita mai sus are proprietatea de invarianta afina. Ast-
fel, daca po,p1,--.,Pn este un poligon de control, ¢ curba data de algoritmul
lui Aitken si ¢ : R? — R? o transformare afina, atunci curba ¢ o ¢ interpoleaza
punctele ©(po), (P1);-- -, ©(Pn)-

(iv) In general, punctele curbei ¢(¢) nu sunt situate, pentru t € [to,t,] in
acoperirea convexa a multimii de puncte pg,pi1,...,Pn- De asemenea, mici
variatii ale unuia dintre punctele poligonului de control pot duce la variatii
mari ale acesteia.
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Capitolul 3

Curbe Bézier

Am vizut in capitolul anterior cum, dat un poligon de control (pg, p1,---,Pn),
putem construi o curba polinomiala care sa interpoleze aceste puncte. Pe de
alta parte, unele proprietéti ale acestui tip de curbe (de exemplu, faptul ca nu
sunt incluse In acoperirea convexa a punctelor poligonului de control) fac ca
acestea sa nu fie practice in aplicatii legate de grafica pe calculator. In anii 60,
independent unul de celalalt, Paul de Casteljau si Pierre Bézier au investigat
o alta clasa de curbe, care, chiar daca nu au proprietatea de interpolare, au
alte proprietati geometrice remarcabile si care mai ales, s-au dovedit a fi foarte
utile in inginerie si, ulterior, in CAGD: curbele Bézier. La fel ca si curbele
de interpolare, curbele Bézier pot fi construite folosind fie metode de natura
geometrica (algoritmul de Casteljau), fie utilizind un aparat algebric (forma
Bernstein).

3.1 Algoritmul de Casteljau

Observatia 3.1 Fie pg, p1, p2 trei puncte distincte pe o parabola. Presupunem
ca tangenta la parabola dusa prin p; intersecteaza tangenta la parabola prin p;
in punctul p;;(é,7 =0,1,2, i # j). Atunci au loc egalitatile

7"(?071)0171902) = T(p017p17p12) = T(p027p12,p2)-

Reciproca acestei observatii este utila pentru construirea punctelor unei pa-
rabole cand se dau doua puncte ale acesteia si tangentele la parabola duse prin
aceste puncte.

Algoritmul de Casteljau pentru cazul n =2
Fie bg, by si by trei puncte necoliniare. Pentru ¢ € R se construiesc punctele

by(t) = (1 —t)bg + tby,

bi(t) = (1 — )by + tby,
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bz (t) = (1 — t)by(t) + tbi(t).

Punctul b3(t) descrie, cand ¢ variaza in R, o parabold, mai precis parabola care

trece prin punctele by si by si ale carei tangente in aceste puncte sunt dreptele
bob;, respectiv baby. Pentru ¢ € [0,1] se obtine arcul acestei parabole care
unegte punctele by si bs.

Exemplul 3.2 Consideram punctele

b = (0,6), by = (6,6), by = (6,0).

Pentru t = % avem

2 1
=-by+ -b; = (2,6
) 3P0+ 3b1 = (2,6),
2 1
— Zby 4 =by = (6,4
> 3 1+ 3 2 ( Y )7
1 2 1 10 16
bi(=)=Zbi+-bl=(—=—).
0 <3> 320 T3P 373
Exercitiul 3.3 Consideram punctele by = (2,4),b; = (4,2) si ba = (4,0)
Calculati punctele b(t), b}(t) si b2(t) corespunzitoare valorilor t = 3 it =

o

=2

(1
O\3
(1
]

)-
i
Algoritmul de Casteljau, forma generala

Fie by, by,...,b, € R™. Pentru t € R se noteaza b)(t) :=b; (i =0,...,n) si
se definesc punctele

r=1,...,n

bi(t) = (-0 O+, {2 e

Definitia 3.4 Punctul bj(¢) descrie, cand ¢ variazd, o curba, notatd cu b™.
Punctele bg, by, ...,b, se numesc puncte de control ale curbei b", iar poli-
gonul determinat de acestea se numeste poligon de control.

Observatia 3.5 Punctele intermediare pot fi scrise intr-un tablou triunghiular,
numit schema de Casteljau. Consideram, de exemplu, n = 2 si fixam ¢y €
[0,1]. Schema de Casteljau corespunzitoare are forma

by
bi  bi(to) (3.2)
by bi(to) bj(to)
Analog, in cazul n = 3 gi pentru to € [0, 1] fixat, schema asociatd este
bg
by bj(to)
3.3
by bi(to) bj(te) 3.3)
b; bi(to) bi(to) bj(to)

Calculati
rapoartele
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r(b1, bi(t), bz).
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Exemplul 3.6 (i) Schema de Casteljau corespunzitoare punctelor by, by, by

din exemplul 3.2 si valorii tg = % este Scrieti schema
de Casteljau
corespunzatoare
(07 6) acelof{wi puncte
(67 6) (2, 6) st valorii t = %
(6,0) (6.4) (F.3)
(ii) Consideram punctele
bO = (17 _2)5 bl = (372)a b2 = (3; _Q)a 3 = (_3’ _2)
Schema de Casteljau corespunzatoare acestor puncte si valorii ty = % a para-
metrului este
(17 *2)
(3.2) (2,0)
(37_2) (370) (%70)
(_3a _2) (07 _2) (%7_1) (27_%)
Exercitiul 3.7 Scrieti schema de Casteljau corespunzatoare punctelor
by = (0,0), by =(0,6), by=(6,6), 3=(12,0)
si parametrului ¢y = %
3.2 Forma Bernstein a curbelor Bézier
Definitia 3.8 Pentru n € N fixat, polinoamele Bernstein de grad n sunt
definite prin o .
Brty=Cyt'(1—=t)"", ie{0,...,n},
unde C? = Z,(n”ill), Prin conventie, definim B (t) =0, dacd i ¢ {0,...,n}.
Exemplul 3.9 In cazuln =1 polinoamele Bernstein sunt
By(t)=1—t, Bi(t)=t,
iar polinoamele Bernstein de grad 2 sunt Scrieti  explicit
polinoamele
Bi(t) = (1—t)?, Bi(t)=2t(1—t), B3(t) ="t g e e ored

Observatia 3.10 In general, vom considera restrictia functiilor polinomiale
asociate polinoamelor Bernstein (prin abuz de limbaj, a polinoamelor Bern-
stein), pe intervalul [0,1]. Pentru un interval arbitrar [a,b] polinoamele Bern-
stein asociate se definesc prin

bl i (U (b—u,
Bi (U)_Cn<b—a> <b—a) ) ue[a’b]’

ie. Bl[a’b]’"(u) = Br (Z:g), pentru orice u € [a, b].
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Propozitia 3.11 (Proprietiti ale polinoamelor Bernstein)
(i) Polinoamele Bernstein sunt nenegative pe intervalul [0, 1].

(ii) Pentru orice numar natural n, polinoamele Bernstein de grad n formeaza
o partitie a unitatii
n
> Brt) =1
i=0

(iii) Polinoamele Bernstein verificd relatia de recurenta
B (t) = (1 —t)B]'*(t) + tB'7 (1) (3.4)

(iv) Bj(0) = 1, B?(0) = 0 pentru ¢ # 0, respectiv B*(1) = 1, B*(1) =0
pentru i # n.
(v) Functia B? are pe intervalul [0,1] un punct de maxim pentru t = *.

Definitia 3.12 Fie (b, ...,b,) o multime ordonati de puncte din R™, numita
poligon de control. Curba Bézier b : [0,1] — R™ definitd de poligonul de De ce este im-

. < tantd  relati
control (bo,...,b,) este data de formula 1"’?:‘;"3‘} ( t)ri ‘ﬁ“

b(t) == zn:B{’(t)bi.
=0

Exemplul 3.13 Consideram poligonul de control
by =(1,0), by =(1,1), by =1(0,2).
Curba Bézier asociati b : [0,1] — R? se scrie sub forma Bernstein

2
b(t) =Y Bi(t)b; = (1 —)*(1,0) + 2t(1 — £)(1,1) + £2(0,2) =
=0

(1 —2t + 12 + 2t — 2%, 2t — 262 + 2t) = (1 — %, 21).

Avem, de exemplu, b(1) = (8, 2), b(3) = (12, 3), etc. Calculati  b(0),
Stabilim, in continuare, dacd punctul (%, 1) apartine imaginii lui b. Aceasta 2221 ?unﬁfﬁmbﬁz
este echivalent cu a gési to € [0,1] pentru care b(to) = (2,1), deci apartine curbei.
1-t3=3
{ 9% — 1 (3.5)

Cum sistemul (3.5) admite solutia tp = 1, deducem ca (2, 1) € im b, mai precis,
(1,1 =b(3).

Exercitiul 3.14 Consideram poligonul de control
bo = (1,1), by =(2,0), bs=(0,0)

sifieb: [0

punctul (1

1] — R? curba Bézier asociatd. Calculati b(3) si stabiliti daca
) apartine imaginii lui b.

)
1
3
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Observatia 3.15 Polinoamele Bernstein de grad n, BY,...,B;, formeaza o
baza a spatiului vectorial al polinoamelor de grad mai mic sau egal cu n. In
particular, orice curba polinomiala de grad n poate fi scrisd sub forma unei
curbe Bézier.

Exemplul 3.16 In spatiul vectorial al polinoamelor de grad mai mic sau egal
cu 2 avem egalitatile

t? = B3(t), t:%B%(t)JrB;(t), 1 = B2(t) + Bi(t) + B3(t).

Fie acum curba polinomiala
c(t) = (2t + 32,1 — 2t + %) = (0,1) - 1+ (2, —2) - t + (3,1) - 2.
Folosind relatiile de mai sus, deducem
c(t) = (Bf(t) + 5B3(t), B3 (t)) = B3(1)(0,1) + Bf ()(1,0) + B3(t)(5,0),

deci c este curba Bézier asociata poligonului de control dat de punctele by =
(07 1)7 b, = (17 O)a by = (57 0)

Exercitiul 3.17 Stabiliti carui poligon de control ii corespunde curba polino-
miala
c:[0,1] = R?  c(t) = (2 — 4t + 12,2 — 2t + 2t%).

Exemplul 3.18 (i) Curba Bézier asociatd unui sistem de doud puncte distincte
bg, by are ca imagine geometrica segmentul de dreapta determinat de acestea.

(ii) Daca punctele de control by, by, by sunt coliniare, cu by situat intre by
si by, atunci curba Bézier asociatd are gradul 1, imaginea sa fiind segmentul
[bobs].

Teorema 3.19 (Legatura dintre forma Bernstein si algoritmul de Cas-
teljau) Fie (bg,...,b,) un poligon de control din R™. Atunci:

(i) Curba Bézier b™ construita cu algoritmul de Casteljau poate fi scrisa sub
forma

b"(t) = XH:B?(t)bi,
=0

deci curba Bézier b™ construita cu ajutorul algoritmului de Casteljau coincide
cu curba Bézier b definita cu ajutorul polinoamelor Bernstein.

(ii) Punctele intermediare de Casteljau b} pot fi exprimate prin egalitatile
bi(t)=> Bj(t)biy;, Yr=0,....n, ¥i=0,... n—r
§=0

ceea ce arata ca aceste puncte descriu, la randul lor, nigte curbe Bézier. Mai
precis, pentru r fixat gi ¢ = 0,...,n — r, punctul bl (¢) descrie, cAnd t variaz,
curba Bézier asociatd poligonului de control (b;, b;y1,...,biy.).
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(iii) Punctele curbei Bézier pot fi scrise cu ajutorul punctelor intermediare
de Casteljau sub forma

b(t) =Y Bl (H)bi(t),  Vr=0,...,n.
1=0
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Capitolul 4

Proprietati ale curbelor
Bézier

4.1 Proprietati elementare

Folosind fie algoritmul de Casteljau, fie forma Bernstein a curbelor Bézier pot
fi deduse imediat urmétoarele proprietati ale acestui tip de curbe:

Propozitia 4.1 Fie (by,...,b,) un poligon de control din R™. Curba Bézier
asociata b : [0, 1] — R™ are urmatoarele proprietati:
(i) b este o curba polinomiala, avind gradul mai mic sau egal cu n;

(ii) curba b interpoleazd extremitatile poligonului de control, i.e.au loc
relatiile b(0) = by, b(1) = b,; in particular, daci poligonul de control este
inchis, curba Bézier asociata este inchisg;

(iil) proprietatea acoperirii convexe: punctele curbei Bézier b se afld in
acoperirea convexa a punctelor de control;

(iv) invarianta afind: dacd 7 : R™ — R™ este o transformare afind, atunci
curba Bézier asociatd poligonului de control (7(bg),...,7(by,)) este curba 7(b);

(v) invariantd la combinatii baricentrice: fie (by,...,b,), respectiv
(bo,...,by,) doua poligoane de control si b, respectiv b curbele Bézier cores-
punzatoare. Pentru orice a@ € R, curba Bézier asociata poligonului de control

(1 = )by + aby, . .., (1 — a)b, + by,) este curba (1 — a)b + ab.
(vi) dacd b : [0,1] — R™ este curba Bézier asociatd poligonului de control

(by, ..., bg), atunci b(t) = b(1l — t), in particular, cele doud curbe au aceeasi
imagine geometrica.
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4.2 Derivatele unei curbe Bézier
Definitia 4.2 (i) Operatorul de diferentiere in avans A este definit prin

Abiizbi+1—bi, VZZO,,TL—].

(ii) Prin conventie A’b; :=b;, Vi =0,...,
A"b; := A""Y(Ab;), pentru i =0, ...,

n, iar pentru r > 2 se defineste
n-—r.

Propozitia 4.3 Fie (b, ..., b,) un poligon de control din R™ gi fie b : [0,
R™ curba Bézier asociata. Derivatele functiei b sunt date de formulele

1] —

n—k

=> ((n_'k) A"b)B?‘k(t) Vk=0,....n

=0

b®) () (4.1)

Corolarul 4.4 (i) Derivatele de orice ordin calculate pentru t = 0 gi t = 1
depind doar de poligonul de control. Mai mult, b’(0) = n(b; — bg), b'(1) =

n(b, — b,_1), cu alte cuvinte, vectorii tangenti la curba Bézier in punctele
e
by (respectiv b,) sunt coliniari gi au acelagi sens cu vectorii bgb; (respec-

-
tiv b,,—1by,). In cazul in care acesti vectori sunt nenuli, ei reprezinta directia
tangentelor la curba in punctele respective.

(i) Pentru orice t € [0, 1] are loc egalitatea

— by (#),

cu alte cuvinte, punctele construite in etapa (n —1) a algoritmului de Casteljau
determind vectorul tangent la curba Bézier in punctul b(t).

b'(t) = n(by ™' (1)

Exemplul 4.5 Pentru schema de Casteljau din exemplul 3.6 (ii), vectorul tan-
gent la curba corespunzator valorii ¢t = % a parametrului este (—3,—3).

Exercitiul 4.6 Considerdm punctele by = (4,2),b1 = (4,4),b
fie b : [0,1] — R? curba Bézier asociatd poligonului de control

= (2,4) s
bg, b1, bs).
Determinati vectorii tangenti la aceasta curba in punctele b(0), b(s), b(1

)-

Exercitiul 4.7 Daca punctele by, by, bo, bs sunt varfurile unui patrat, stabiliti
care este punctul obtinut aplicind algoritmul de Casteljau pentru valoarea pa-
rametrului ¢ = % si care este tangenta la curba in acest punct.

(
!

4.3 Modificarea unei curbe Bézier

(i) Deplasarea unui punct de control
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Fie (bg, ..., bj 1,b;,bji1,. ., by), respectiv (bo,...,bj_1,b;,bj11,...,b,) doui
poligoane de control si fie b, respectiv b curbele Bézier asociate. Folosind ex-
primarea in forma Bernstein, deducem ca pentru t € [0, 1] avem

e — —_—

b(t)b(t)=b(t) = b(t) = B} (t)(b; — bj) = B}(t) b;b; .

Colinearitatea vectorilor b(t)b(t) si bjIN)j aratd cd, daca deplasim punctul

b(t) intr-o anumitd directie, fiecare punct al curbei Bézier se deplaseaza de-a

lungul aceleiasi directii. Lungimea segmentului parcurs diferd insd in functie

de t. In cazul in care j € {1,...,n} extremitatile by = b(0) si b, = b(1) Efectuati calcule
raméan neschimbate. Curba are cea mai vizibila modificare intr-o vecinatate a Eﬁph”tj b (8“37)”
punctului b(2), deoarece functia B} are un maxim pentru ¢ = . Situatia este b, = 119,
aseminitoare in cazul in care j € {0,n} (deci modificim una dintre extremitati): 22 = = &3

< S A . . b = (0,1).

de exemplu, daca j = 0, punctul b, raméane pe loc si curba este afectata cel

mai mult In vecinatatea lui byg.

(ii) Inserarea repetati a unui punct de control

Fie (bg,...,bj_1,bj,bji1,...,by,) un poligon de control cu n + 1 puncte de
control si b curba Bézier asociata. Utilizand scrierea Bernstein a curbei b,
deducem ca ponderea punctului b; este B} (t) = Cjt/(1 —¢)"~/. Inserand in
mod repetat (de k ori) punctul b;, obtinem poligonul cu n+ k& puncte de control

(bo,.. -7bj—17bja-~-abj7bj+17--~7bn)-
——
k ori

Considerand curba Bézier b asociata, rezulta ca ponderea punctului b; In curba  Comparati  cele

g . ~ . N . . douda ponderi in
b este mai mare decat ponderea lui b; in curba b, deci curba b este mai "apro- .,k — o.

piata” de b;.

Este de retinut faptul ca din punct de vedere al imaginii geometrice cele doua
poligoane coincid, Insa privite ca poligoane de control (i.e. ca multimi ordonate
de puncte) sunt distincte si, in consecinta, curbele Bézier asociate sunt diferite.

4.4 Generarea unei curbe Bézier cu poligoane
de control diferite (marirea gradului)

Observatia 4.8 Fie bg, by, by puncte coliniare distincte, cu by situat intre bg  cum verificati

. ;. . Lo . . o . . dacd b1 este
si ba. Curba Bézier asociata poligonului de control (bg, by) este data prin relatia situat intre by
sau bo ?

b(t) = (1 — t)bg + thy,

fiind o curba polinomiald de gradul intai si avand ca imagine geometrica seg-
mentul [bgbs]. Curba Bézier asociatd poligonului de control (bg, by, bs) admite
parametrizarea

b(t) = (1 — t)?bg + 2t(1 — t)b; + t2by,
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fiind o curba polinomiala de grad cel mult 2. Imaginea sa coincide insa cu
imaginea lui b, fiind, la randul sdu, egald cu segmentul [bobs]. Acesta este un
exemplu 1n care poligoane de control diferite genereaza curbe Bézier cu para-
metrizari diferite, dar care au aceeasi imagine geometrica.

In cazul particular in care punctul b; este mijlocul segmentului [bg, ba] avem

~ 1 1
b(t) = (1—t)*bg+2t(1—t)by+t*by = (1—t)*bo+2t(1—t) (2b0 + 2b2>+t2b2 =

=((1—t)?+t(1—1t))bg+ (t(1 —t) +t*) by = (1 — t)bg + thy = b(2).

Cu alte cuvinte, pentru aceasta alegere particulara a lui by, coincid atat ima-
ginile geometrice ale celor doua curbe, cat si parametrizarile b si b.

In general, ne punem problema in ce masura dat un poligon de control ii
putem asocia un nou poligon de control avand cu un punct in plus si astfel
incat curbele Bézier asociate celor doua poligoane sa coincida. Raspunsul este
dat de urmatoarea propozitie:

Propozitia 4.9 Fie P = (bg,...,b,) un poligon de control si b curba Bézier

asociatd. Definim poligonul de control P = (bgl), bgl), e b%l), bsf_il) prin
bi! =bg, b, =by,

b= " p 4 (1
' n+1 1t n+1

)bi7 Vz:l,,n

si notam cu b(") curba Bézier asociata. Pentru orice t € [0, 1] are loc egalitatea
b(t) = b (t); in particular, imaginile geometrice ale celor dous curbe coincid.
Reciproc, singurul poligon de control cu n + 2 puncte care genereaza curba b si
care are ca extremititi punctele by si by, este poligonul P,

Exemplul 4.10 Fie punctele

by = (7676)7 b; = (036)7 by = (370)
Cu notatiile din propozitia 4.9 avem n = 2 si
b{") = by = (~6,6), bS) =by = (3,0);
1 1 2 1 2 1
bt = gbo + 3b1 = (-2.6); bi" = b1t by =(1.4)

si poligoanele de control (bg, b1, bs), respectiv (b((]l),bgl),bgl),bél)) genereaza,
aceeagi curba Bézier (verificati!).

Exercitiul 4.11 Consideram punctele by = (3,6),b; = (9,6), by = (6,0).

Gasiti un poligon de control format din patru puncte care genereaza aceeasi
curba Bézier ca si (bg, b1, ba).
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Observatia 4.12 (i) Extremitatile poligoanelor de control P si P coincid,

iar punctele intermediare ale poligonului P("), adica bgl), . ,b%l) sunt situate
respectiv pe segmentele [bob+], ..., [b,_1b,] determinate de punctele de control

ale poligonului P.

(ii) AplicAnd acelagi procedeu in mod repetat, obtinem un sir de poligoane
P, PO PR PG unde PHEHD = (P*)(D) Acest gir converge la curba
Bézier definita de toate aceste poligoane, insa convergenta este lenta si nu are
consecinte practice.

(iii) Marirea gradului este utila atunci cand avem o familie de curbe Bézier
(date prin poligoanele de control) si dorim ca aceste curbe sa fie generate de po-
ligoane cu un acelagi numar de puncte: determinam poligonul cu cele mai multe
puncte (notdm cu N numérul acestora) si mirim numéarul punctelor fiecarui
poligon de control, pana cand ajunge egal cu N. Din punct de vedere practic,
acest procedeu de uniformizare a gradelor este util in generarea suprafetelor,
unde anumiti algoritmi necesita ca date de intrare curbe de acelasi grad. De
asemenea, marirea gradului poate fi folosita in transferul de date intre diferite
sisteme care lucreaza numai cu curbe avand gradul fixat.

4.5 Subdivizare

Observatia 4.13 Daca b : [0,1] — R™ este o curba Bézier, atunci, pentru
orice a € [0, 1] restrictiile sale la intervalele [0, ] si [a, 1] sunt curbe polinomi-
ale, in particular, sunt curbe Bézier. Se pune in mod natural problema gasirii
poligonului de control care le determind. De exemplu, dacd b este segmentul
determinat de by si by, atunci pentru orice a € [0, 1], b|j,] este curba Bézier
determinata de poligonul de control (bg, b(a)), iar b, 1] este asociata poligo-
nului de control (b(a),by). Procesul prin care unei curbe Bézier i se asociaza
doua arce ale sale a caror reuniune este curba initiala se numeste subdivizare.
Propozitia care urmeaza descrie situatia generala:

Propozitia 4.14 Fie b curba Bézier determinata de poligonul de control (bg, by, ...

Pentru orice a € [0, 1], restrictia b|jg ) a lui b la intervalul [0, ] este curba
Bézier determinata de poligonul de control

(b5 (ar), by(a), ..., b~ (@), by (@),

iar restrictia b[[,, 1 a lui b la intervalul [, 1] este curba Bézier determinata de
poligonul de control

(bg (@), b~ (@), ..., by, (a), b (a)),

n—1

unde by(a), b}(a), ..., bi " (a),by(a), b (a),...,b._;(a), bl (a) sunt puncte
de Casteljau corespunzitoare valorii o a parametrului; in particular bg(a) = by,

b (@) = b(a), b (a) = by
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Observatia 4.15 Ultima parte a propozitiei se bazeaza pe urmatoarea afir-
matie: fie b gi b curbe Bézier asociate poligoanelor de control (bg, by, ..., b,),
respectiv (bg, by, ...,b,), unde

bg =b,, by =b,_1,...,b,_1 = by, b, = by.
Intre punctele de Casteljau asociate au loc relatiile:
bj(t)=b)_(1—1), Vj=0,...,n, t€[0,1].

Exemplul 4.16 Consideram poligonul de control (bg, by, by) format din punc-
tele
by = (—4,0), by =(0,0), by =(0,8)

si b:[0,1] — R? curba Bézier asociatd. Pentru a = 1 punctele de Casteljau
sunt

b) (;) =bg=(-4,0), b} (;) =b; =(0,0), b) (;) = by = (0,8);

b} (;) =(-2,0), b; (;) =(0,4), b2 (;) =(-1,2).

Se deduce cd restrictia lui b la intervalul [0, 1] este curba Bézier determi-

nata de poligonul de control format din punctele (—4,0),(—2,0),(—1,2), iar
restrictia lui b la intervalul [%, 1] este curba Bézier asociata poligonului de con-
trol ((—1,2),(0,4),(0,8)).

Exercitiul 4.17 Fie by = (4,4), by = (4,8), by = (0,4), b = (4,0) si b :
[0,1] — R? curba Bézier asociata. Gasiti poligoanele de control care determina
curbele Bézier bl 17 si b1 .
Exercitiul 4.18 Fie bg, by, by, bg varfurile unui patrat si b curba Bézier aso-
ciata. Indicati poligoanele de control care determina curbele Bézier b|[07%] si
bl[; 1].

3

Observatia 4.19 Procesul de subdivizare a unei curbe pentru o valoare a para-
metrului (de exemplu ¢t = %) poate fi repetat, obtinidnd arce de curba din ce in ce
mai mici. Acest procedeu este util pentru a stabili dacd o dreapta intersecteaza
o curba Bézier: fard a restrange generalitatea, se poate presupune cd dreapta
este paralela cu una din axele de coordonate. Ceea ce se studiaza, de fapt,
(si este mult mai usor de verificat din punct de vedere practic) este intersectia
dreptei cu paralelipipedul minim (minmax box-ul) determinat de poligonul de
control care genereaza curba Bézier. In cazul in care dreapta nu intersecteaza
acest paralelipiped, atunci ea nu intersecteaza nici curba, in caz contrar, prin
subdivizari repetate, pot fi aproximate punctele de intersectie ale dreptei date
cu curba Bézier initiala.
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4.6 Metoda polarizarii -infloririi- (Blossoming)

4.6.1 Forma polara a functiilor polinomiale

Lema 4.20 Fie f : R — R o functie polinomiala de grad cel mult n. Exista si
este unica o aplicatie F' : R” — R cu urmatoarele proprietati:

o [’ este n-afina, i.e.oricare ar fi x1,..., %y, y;, @ € R are loc egalitatea
F(l'l»' sy L1, 05 + (1 - a)ijxj+1a' . ';xn) =
=aF(z1,...,0j-1,25,Tjq1, . Zn) + (L — ) F(z1,. .., Tj—1, Y5 Tjg1 - - -, Tn);

e I este simetrica, i.e.oricare ar fi ¢ o permutare a multimii {1,2,...,n}
si oricare ar fi z1,...,x, € R are loc relatia

F(zo), - Tom)) = F(o1,...,7,);

e pentru orice t € R are loc egalitatea

Definitia 4.21 Aplicatia F' se numeste forma n-polara afina a lui f.

Observatia 4.22 Daci f(t) = ant"™ + ap_1t" '+ ...+ a1t +ap = Z?:o a;ti
este o functie polinomiala, forma sa polara este data prin

n
"y
F(ty,... ty) = —Jjaj(tl,...,tn), Vi1, ..., tn €R, (4.2)
— Ch
J
unde
O'j(tl,...,tn): Z tiltig tij, ijl,...,n,th,...,tnER.
11 <12<...<1j

Exemplul 4.23 (i) Forma polara 1-afind a unei functii polinomiale f de grad
1 coincide cu f.

(ii) Fie f : R — R, f(t) = 3t> — 5t + 3. Conform formulei (4.2), forma
2-polars afind F : R? — R asociats lui f este

5
F(ty,t2) = 3tits — S(t1 + 1) +3.

(iii) Fie f : R — R, f(t) = 2t3 — 6¢> 4+ 2t + 1. Conform formulei (4.2), forma
3-polars afind, F : R3 — R asociata lui f este

2
F(tl, to, t3) = 2t1tats — 2(t1t2 + titg + t2t3) + g(h +ty + t3) + 1.
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4.6.2 Polarizarea unei curbe Bézier

Definitia 4.24 Fie f = (f1,..., fm) : R = R™ o curba polinomiald de grad
n. Notand cu Fy,...,F,, formele polare n-afine corespunzatoare, obtinem o
aplicatie F' = (Fy,...,F,,) : R® — R™, numitad polarizata curbei f. In parti-
cular, dacd b este o parametrizare a unei curbe Bézier (consideratd ca functie
polinomiald definitd pe R), vom nota forma sa polard prin Ib.

Exemplul 4.25 Polarizata curbei
FR—=RE f(t)=(t* —t+4,3t + 2t)

este data de

1
F(t1,t2) = (tltg — §(t1 + tz) + 4, 3t1to + (t1 + tz)).

Exercitiul 4.26 Determinati polarizata curbei
c:R—= R cft)=(t>—3t> +2t +3,1> = 3t +1).

Observatia 4.27 Fie b o parametrizare a curbei Bézier asociate poligonului
de control (bg, by, bs) si Ib forma polard a lui b. Folosind afinitatea in fiecare
argument a aplicatiei b, precum gi simetria acesteia, deducem:

b(t) =b(t,t) =D, (1 —t)0+t-1) = (1 —t)b(t,0) + th(t,1) =
=1-t)b(1-t)0+t-1,0)+th((1-t)0+t-1,1) =
= (1 —)?1b(0,0) + t(1 — t)b(1,0) + t(1 — t)I(0,1) + t*b(1,1) =
(1 —1)21b(0,0) + 2t(1 — t)I(0, 1) + t*o(1, 1).
Pe de alta parte, folosind forma Bernstein a curbelor Bézier, rezulta ca avem
b(0,0) =bgy, Bb(0,1) =b;, Db(l,1)=by,

relatii care aratd legatura dintre polarizata unei curbe Bézier si poligonul de
control al acesteia. In general, avem urmatorul rezultat:

Propozitia 4.28 Fie (bg,by,...,b,) un poligon de control, b : [0,1] — R™ o
parametrizare a curbei Bézier asociate si fie Ib polarizata curbei polinomiale b.
Pentru orice i € {0,...,n} avem

b; = b(0,0,...,0,1,1,...,1).
—
n—1 3

In general, punctele intermediare de Casteljau obtinute pentru o valoare a pa-
rametrului ¢ € [0, 1] pot fi calculate prin formulele

b} (t) = b(0,0,...,0,t,t,...,¢t,1,1,...,1), Vr=0,...,n,i=0,...,n—7
———— —— ——
n—r—7i T %
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Observatia 4.29 Reciproc, dacd (bg,...,b,) este un poligon de control, b
curba Bézier asociata si Ib polarizata lui Ib, aplicatia Ib poate fi scrisa explicit
in functie de poligonul de control

bty ta, .. tn) = Y > tiy . oti,(L—t1,)...(1—t,_,)by.
=0

=0 <<
h<...< ln—j
disjuncte

De exemplu, in cazul n = 2 avem
b(t1,t2) = (1 —t1)(1 — t2)bo + [t1(1 — t2) + t2(1 — t1)]b1 + t1t2ba.

Propozitia 4.30 Fie b : [0,1] — R™ o curba Bézier de grad n, Ib : [0,1]" —
R™ polarizata lui b si «, 8 € [0,1] cu a < . Restrictia lui b la intervalul [« §]
este curba Bézier determinata de poligonul de control

(Ib(aa ..., Q, 6767 ceey ﬁ))ze{o,n}

n—i A

In particular, folosind polarizarea curbelor Bézier, pot fi regasite rezultatele
referitoare la subdivizare (propozitia 4.14).

Exemplul 4.31 Consideram poligonul de control (bg, by, bs) format din punc-
tele

by = (743 0)7 b, = (07 0)5 by = (078)
(vezi exemplul 4.16). Fie b : [0,1] — R? curba Bézier asociata si b : [0,1]? — R?
forma sa polara; avem

b(t) = (—4 + 8t — 4¢,8t%);

Ib(t1, tg) = (—4 + 4(t1 + tz) — 4tqtq, 8t1t2).

Mai departe, conform propozitiei 4.30, restrictia lui b la intervalul [0, 1] este

2
determinata de poligonul de control

B(0,0) = (~4,0), B(0,3) = (-2,0), b(5,3)=(-1,2)

iar restrictia lui b la intervalul [%, 1] este curba determinaté de punctele

11

b(3.5)=(-12), b;1)=04, b11)=03),

regasind rezultatele din exemplul 4.16.
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Capitolul 5

Cubice spline

5.1 Racordul a doua arce de curba Bézier

Observatia 5.1 Fie (bg,by,...,b,) un poligon de control din R™ gi fie b : ce diferentd
[0,1] — R™ curba Bézier asociatd. Pentru un interval arbitrar [«, f] R ¢ste intre curba
)

. . . o o . L . c b|[0 1y, construitd
(a # ), definim aplicatia (numita curba Bézier definita pe intervalul [a, f] prin” subdivizare

1
si curba bl®21¢

bl*Al [, ] = R™, bl*Al.=boyy,

unde Algoritmul de
. u—ao Casteljau  poate
’(/J . [avﬁ] - [Oa 1] w(u) = B —a fi adaptat pentru
cz[)nsﬁt]ruirea curbes
bl

_este schimbarea afind de parametru de la intervalul [, 3] la intervalul [0, 1]. Determinati

In cele ce urmeaza vom renunta la scrierea intervalului de definitie ca indice vectorii  tangenti
la curba nou
construitd in
capetele sale.

superior, acest interval rezultand din context.

Exemplul 5.2 Consideram poligonul de control (bg, by, bs) cu by = (0,0),
by = (2,0), be = (2,4). Curba Bézier asociatd definita pe intervalul [0, 1] este

b:[0,1] = R? b(t) = (4 — 2t* 4t%)

iar curba Bézier asociatd aceluiasi poligon, dar definitd pe intervalul [2,4] este  Curbele b i b
au aceeast ima-
gine geometrica.

b:[2,4] > R% b(u) =bo(u),

cu ¢(u) = 4=2, deci

b(u) :b(“j) - (‘“2+28”_12,(u—2)2>.

Propozitia 5.3 Fie (bg,...,bu_1,b,) si (b, byy1,...,ba,) doud poligoane Scrieti  eaplicit
. . m P m s . condittile din

de control si b : [ug,u1] — R™, respectiv b : [u1,uz] — R™ curbele Bézier  cosia propoitie

asociate (up < up < ug; aceasta conditie va fi subinteleasd in cele ce urmeazd).  pentru n = 3.
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(i) Cele doua curbe au un racord de clasi GC! in punctul b,, daci si numai
daca punctele b,,_1,b;,, b, 1 sunt coliniare.

(i) Cele doui curbe au un racord de clasid C! in punctul b,, daci si numai
daca punctele b,,_1,b,,b, 1 sunt coliniare si are loc egalitatea de rapoarte
T(bn_l, bn, bn—i—l) = T(Uo, Ui, Ug).

(iii) Cele doud curbe au un racord de clasd C? in punctul b,, daci si numai
daca sunt verificate conditiile:

e punctele b,_1,b,,b,11 sunt coliniare gi are loc egalitatea de rapoarte
T(bnfla bn7bn+1) = T(Uo,ul, Uz);

e exista un punct d cu proprietatea ca b,,_2,b,_1,d, respectivd, b,41, bnt2
sunt triplete de puncte coliniare si, in plus, au loc egalitatile

7ﬂ(bn—27 bn—la d) = T(da bn—i—la bn+2) == T(“Oa Ui, UZ)-
Punctul d se numeste punct de Boor asociat racordului celor doua curbe.

Exemplul 5.4 (i) In R? considerdm punctele by = (1,2), by = (1,4), by =
(2,5), b3 = (4,5), by = (6,3), bs = (6,2), bg = (3,0); fie, de asemenea,
uy = 2,u; = 4,uz = 7. Cum by, bz, by nu sunt coliniare, cubicele Bézier
b : [ug,u1] — R? §i b : [ug,uz] — R? corespunzitoare poligoanelor de control
(bg, b1, ba, b3), respectiv (bs, by, bs, bg) nu au un racord de clasi GC! in bs.
(ii) In R? considerdm punctele by = (0,2), by = (1,3), by = (3,3), by =

(4,2), b4 = (6,0), b5 = (4, 76), b6 = (1,71) Fie Ug = 1, Uy = 4, Uz = 7.
Avem:

—_— —

bobsz = bz —ba = (1,—-1), babs=bs—bs=(3,-3),

—_— —_—

deci vectorii bobs gi boby sunt liniar dependenti, adicd punctele bg, bs, by
sunt coliniare; in particular cubicele Bézier b : [1,4] — R? si b : [4,7] — R?
asociate poligoanelor de control (bg, by, by, bs), respectiv (bs, by, bs, bg) au un
racord de clasi GC' in bs. Pe de alti parte,

— —
bybs = bz —by = (1,-1), bsby =by — bz =(2,-2),

adica r(bg, b, by) = %, iar r(ug,ui, uz) = ﬂ =1, agadar

7(ba, bz, by) # 7(uo, u1, u2),

ceea ce aratd ci racordul nu este de clasd C'. Alegand in schimb ujy =1, v} =4
si uh = 10, avem
up —uy 3

1
P 5 = T(anb37b4)7

A
7“(“0a“17“2) - uh — - 6
2 1

cu alte cuvinte curbele Bézier ¢ : [1,4] — R, respectiv ¢ : [4,10] — R? asociate
celor doud poligoane de control au un racord de clasd C! in bs. Este de remarcat
faptul c& b = ¢ (ca functii), in vreme ce parametrizarile b gi ¢ au aceeasi imagine
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geometrica, dar sunt diferite ca aplicatii. Acest exemplu arata cd un racord care
are doar continuitate geometrici GC' poate deveni, prin alegerea convenabils
a intervalelor pe care este definitd parametrizarea (este suficient s modificim
unul din capete!) de clasd C'. Cu alte cuvinte, continuitatea geometricd GC!
este legata numai de forma poligonului de control, iar faptul ca un racord are
clasi C! este legat atat de poligonul de control, cat si de intervalele pe care sunt
definite parametrizarile.

S& analizam in continuare daca acest racord este si de clasa C2. Pentru
aceasta trebuie sa determinam punctul d de intersectie a dreptelor bibs si
bsbs: dreapta bibs are ecuatia implicita x4 = 3, iar dreapta bybs are ecuatia
3x1 — x9 — 18 = 0 si punctul lor de intersectie este d = (7,3). Avem:

—_— —_— 1
bi1by = (270)a bod = (470)7 T(blab27d) = 57
— — 1
db4 = (_17 _3)5 b4b5 = (_27 _6)7 T(dab47b5) = 5)
deci au loc egalitatile
T(bl,bg,d) = ’I"(d,b4, b5) = T(UB,U&, UIQ),

ceea ce aratd ci racordul curbelor c si € este de clasa C2.
Daca raportul r(by, by, d) (respectiv 7(d, by, bs)) nu ar fi fost egal cu %, am

fi putut modifica punctul by pe dreapta bod (respectiv punctul bs pe dreapta

dby,), astfel ca raportul respectiv si fie %; altfel spus, prin modificarea poligo-

nului de control se poate obtine un racord de clasa C2.

Exercitiul 5.5 In R? considerfm punctele
by = (0,0), by =(2,2), by =(2,4), bs=(3,3),

by = (57 1); b5 = (470)7 b6 = (2ﬂ 71)

si numerele reale
UQZO, ’U,1:1, U2:3.

Fie b : [0,1] — R? si b : [1,3] — R? curbele Bézier asociate. Stabiliti ce clasi
are racordul celor doua curbe in punctul bs.

Intrebare: Ce date sunt necesare pentru a putea construi doua cubice Bézier
care au un racord de clasi C!? Dar un racord de clasi C2?

Exemplul 5.6 Consideram punctele:
bO = (1? 1)7 bl = (232)7 d= (632), b5 = (37 _3), b6 = (17 _3)
si numerele reale

’LLO:O, Ulil, U2:2.
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Pornind de la aceste date putem construi poligoane de control (bg, by, ba, bs) si
(bs, by, bs, bg) astfel incat curbele Bézier asociate b si b definite pe intervalele
[0, 1], respectiv [1,2] si aiba un racord de clasd C2. Mai intai sd observim ci
avem

U1*U0_1

T(U/Ov Uy, u2) ==
U2 — U1
Punctele by, bs, by le determinam din conditiile

T(b17b2»d) = T(d»b47b5) = T(b2,b37b4) = T(Uo,uhuz) =1,

1 1 1 1 1 1
by = §b1 + §d7 by = §d + §b5, bs = §b2 + §b4 :

Concret, obtinem

9 1 17 3
2 ( ) )a 4 (2a 2) ; 3 <4 a4>

Exercitiul 5.7 Consideram punctele:
by =(0,2), by =(0,4), d=(4,2), bs;=(4,-2), bg=(0,-3)

si numerele reale
’U,QZL U1:2, UQ:3.

Determinati poligoanele de control (bg, b1, by, bs) si (bs, by, bs, bg) astfel incét
curbele Bézier asociate b gi b definite pe intervalele [1, 2], respectiv [2, 3] s& aiba
un racord de clasa C2.

5.2 Cubice spline

Definitia 5.8 O cubica spline este o curba polinomiala pe portiuni obtinuta
prin racord de clasi C? al unui numir finit de cubice Bézier.

Exemplul 5.9 (i) Aplicatia 7 : [1,10] — R? definita prin

B (t), dacatell,4]
(1) —{ E(t), dacé t € [4,10],

unde c si € sunt curbele din exemplul 5.4, este o cubica spline.
(i) Aplicatia « : [0, 2] — R? definitd prin

b(t), dacit e [0,1]
(t) = { b(t), dacite[1,2],

unde b si b sunt curbele din exemplul 5.6, este o cubica spline.

Problema: Ce date sunt suficiente pentru a construi o cubica spline?
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Observatia 5.10 (i) O cubicd spline este o aplicatie v : [ug,ur] — R™ cu
proprietatea cd existd o diviziune vy < u; < ... < ug a intervalului [ug,ur]
astfel ca ¥|[u; u,,,] sa fie cubica Bézier pentru orice j € {0, ..., L} si aplicatia v
s fie de clasd C? in fiecare nod u; (j=1,...,L —1).
(ii) Aplicand direct definitia, rezultd cd obiectele necesare pentru a putea
construi o cubica spline sunt urmatoarele: Scrieti  eaplicit
. . .. . aceste conditii
e un interval [uo,uL] S1 0 diviziune ug < u; < ... < uy a acestuia; pentru L = 2 si
e un sir de poligoane de control (bg, by, bs, bs), (bs,bs, bs, bs), ..., L=3
(bgj, b3j+1, b3j+2, b3j+3>7 ey (b3L,3, b3L,2, bgLfl, bgL) astfel ca:
— pentru orice j € {1,..., L —1} punctele bg;_1, bg;, bz;i1 sunt coliniare si
r(bsj—1,bs;,b3ji1) = r(uj—1,u5, uj1);
— pentru orice j € {1,...,L — 1} existd un punct d; (numit punct de
Boor) astfel ca bzj_2,bs;_1,d;, respectiv d;, bs; i1, bsj42 sa fie coliniare si

r(bsj_2,bszj_1,d;) = r(dj, bsji1,bzj12) = r(uj_1,u;,uj11).

(iii) S& fixdm acum un nod u; (j € {2,...,L —1}). Avem, asadar,
r(dj—1,b3j—2,b35-1) = r(uj_2,uj_1,u;); r(bsj_2,bzj—1,d;) = r(uj_1,uj ujt1).
Utilizand lema 5.11, deducem:

Uj—1 — Uj—2

J J

’/‘(dj_l, b3j_2,dj) =, T(dj_l, b3j_1,dj) =
Ujp1 — Uj—1 Uj41 — Uy

Uj — Uj—2

(5.1)

Relatiile (5.1) arata cd putem determina punctele Bézier bz;_o si bsj_1 in

functie de punctele de Boor d;_; si d;; mai precis avem Deduceti  relatiile
(5.2) si (5.3) din
egalitatile (5.1).

Uj+1 — Uj—1 Uj—1 — Uj—2
byj_o = -2 ild, 4 L =24, (5.2)
J J J
Uj+1 — Uj—2 Uj+1 = Uj—2
Ujr1 — Uy Uj — Uj—2
by 1 = at+ J d,_{+ J J d,;. (53)
J J J
Ujp1 — Uj—2 Ujp1 — Uj—2

Lema 5.11 Fie A, P, @, B puncte coliniare din R™, cu A # B si P,Q € (AB).
Notam Demorfstrati o
r = ’I"(A, P, Q)7 ro = T(P, Q,B) aceasta lema 1in

cazul m = 1.

Avem urmatoarele relatii:

r172
’I“Q-i-l7

T(AaPaB): T(AanB):TQ(T1+1)’

Teorema 5.12 (Algoritmul Boehm-de Boor) O multime ordonatd P de
L + 3 puncte
(d-1,do,dy,...,dr41)
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gi un gir de numere reale
U < up < ...<urp

definesc o cubica spline. Multimea P se numeste poligon de Boor al cubicei
spline.

Demonstratie. Precizam modul in care se construiesc punctele poligoanelor
de control (bg, b1, bz, b3), (b3, b4, bs,bs), ..., (b3j, bsjr1,bsjr2, bsjys), ...,
(bsr—3,bsr—2,bsr—1,bsr) care definesc arcele de curba Bézier ce formeazi cu-
bica spline.

e Punctele by, by, bsr_1,bsy se aleg astfel:

bg:=d_1, bi:=do, bzr_1:=dz, bz :=dry1.

e Punctele by si bsy,_2 se construiesc pornind de la relatiile 7(by, be,d;) =
r(ug, u1,ug), respectiv r(dr_1,bzr—2,bsr—1) = r(up—2,ur—1,ur), asadar

Uz — U1 Uy — Ug Uy —UL—1 ur—-1 — UL72d

by = do+ di, bsr2 = drp-1+ L-
U2 — Up U2 — Up U —urL—2 U —ur—2
e Punctele by, bs,...,bsj_2,bs;_1,...,bsr_5,bsr_4 se construiesc folosind
ecuatiile (5.2), respectiv (5.3).
e Punctele bs, bg, ..., bs;,..., b3 _3 se obtin folosind egalitatea de rapoarte

r(bsj-1,bsj; bsji1) = r(uj—1,u;, uj41), adica

Ujt1 — Uy Uj — Uj

_ j+1 J j j—1 .

b3j_ b3j—1+ b3j+1a ]_17"'7L717
Ujp1 = U Uj1 = Ujo1

ceea ce Incheie demonstratia. m

Observatia 5.13 Sirul punctelor de diviziune ale intervalului [ug, ur] poate fi
ales astfel incat sa reflecte proprietati geometrice ale poligonului de Boor. Spre
exemplu, prin metoda lungimii coardei:

E—
up =0, wp=|d_1d |,
[ )
uj:uj,1+|| djfldj ||7 j:2,...,L—1,

-
urp =ur—1+ | dr—idryr ||

diviziunea este aleasd astfel ca lungimea intervalului [u;_ju;] sa fie egala cu
lungimea segmentului [d;_,d;] (pentru j =2,..., L —1).
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Exemplul 5.14 Consideram numerele reale
UOZO, ’U,li]., UQ:27 7.L3:4 (L:3)

Fie poligonul de Boor (d_1,dy,...,d4) fixat. Conform algoritmului Boehm-de
Boor definim by :=d_1,b; := dg, bsg := d3, bg := d4. Mai departe, avem

U — U UL — Uy 1 1 2 1
by = ———dy+———di = -do + zdi; br=>dy+ -ds.
U2 — Ug U2 — Ug 2 2 3 3
Conform aceluiagi algoritm
U3 — U U —u 3 1
by =bsg o= > 1d1 + ! Odz =-d; + -d»
U3z — Ug U3z — UQ 4 4

1 1 1 1 2 1
bs = -d -d b; = -b —b bs = =b —b-.
5 21+227 3 22+24, 6 35+37

5.3 Construirea curbelor B-spline folosind
metoda polarizarii

Propozitia 5.15 Fie (bg, by, bs, bs) si (cg, 1,2, c3) doud poligoane de con-

trol, b : [ug, u1] — R™, ¢ : [u1, ug] — R™ cubicele Bézier asociate si b, respectiv

¢ formele polare ale acestora.

(i) Cele doud cubice au un racord pentru u; daca si numai daca
b(u,ur,u1) = e(ug, ug,uq).

(ii) Racordul este de clasa C! daci si numai daci

b (ug, u1,ur)(=ba) = e(ug, ur,ur) si €(ur,ur,us)(=c1) = b(ur, ur, us).

(iii) Racordul este de clasi C? daci si numai daci

b(ug, ui, u2) = € (uo, u1, us2).
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_ uy) =
b (ug, uo, u1) b(ug, u1,u1) = b(ug, u1,us2)

‘I(uoauhuz)
a (uo, u1,u1)

Ib(’lL1, ulaul) =
G(Ul, ulaul)

G(Ul, uy, UQ) =
]b('l,tl, Uy, u2>

G(U1,u27u2)



Fig. 1. Doua poligoane Bézier care genereaza o cubica spline. Interpretarea conditiei
de racord cu ajutorul formelor polare

Lema 5.16 (i) Fie f : R — R™ o aplicatie afind. Atunci, pentru orice u,v,w €
R cu v # w are loc egalitatea

r(f(w), f(v), f(w)) = r(u, v, w).

(ii) Fie b : [, f] = R™ o curba Bézier de grad n si b : [, §]" — R™ forma
sa polara. Pentru orice u,v,w,xa,...,T, € [a, ] cu v # w are loc egalitatea

r(b(u,zg,...,z,),b(v,zo,...,z,), b(w,za,...,2,)) = r(u,v,w).

Observatia 5.17 Cu notatiile din propozitia 5.15, sa presupunem ca cele doud
cubice au un racord de clasia C?. Punctele poligonului de Boor care genereaza
cubica spline asociata celor doua cubice Bézier este format din punctele:

d_1 = lb(uo,uo,uo),

do = Ib(UO,UQ,’LLl),

d; = b(uo, u1,uz) = e (ug, us, uz),
do = ¢ (ug,uz,us),

dg = (I(UQ,UQ,UQ).

Dupa cum se poate observa, fiecare din cele cinci puncte corespunde unui gir
de trei numere reale alese din multimea {ug, u1,us}. Mai precis, s& consideram
sirul ordonat de gapte numere reale

(u07u07U0, Uy, Uz,u27u2)-

Cele cinci triplete de mai sus reprezinta exact tripletele care pot fi formate
considerand trei elemente consecutive ale acestui gir.

Observatia 5.18 Sa analizam acum o situatie mai simpla: algoritmul de Cas-
teljau care genereazi o parabola b : [ug, u1] — R?, corespunzitoare unui poligon
de control (bg, by, by). Aceste puncte pot fi exprimate in functie de polara b
sub forma

b(ug,uo), b(ug,u1), Ib(u,ur),
deci In acest caz avem trei puncte si fiecare dintre ele corespunde unei perechi
de numere consecutive alese din sirul de patru numere reale

(u03u07u17u1)'

Ce se iIntampla daca generalizam girul de mai sus la un gir arbitrar (ug, u1, ug, us3)
(presupunand cd avem la dispozitie aplicatia b)? Avem de considerat trei
puncte

p1 = Db(uo, u1), p2 = b(u1, u2), p3 = b(uz, u3)
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gi ne propunem sa exprimam Ib(u,u) In functie de aceste puncte. Folosind
identitatea

_B-u U — «
u= gt g5 (B # a)
si faptul ca Ib este multiafind si simetrica deducem:
Uy — U U —u
b(u,u) = ———Tb(ur, u) + ———b(u, up) =
Ug — UL U — Uy
s —u [ Uz —u uU—u
= 2 ( 2 b(ug, u1) + Olb(uhuQ)) +
U2 — UL \U2 — Uo U2 — Up
—_— ( By s ““1110(@,%)) .
Ug — UL \ U3 — U7 U3z — U1

Am obtinut, agadar, punctul Ib(u, u) cu ajutorul schemei

p1 = Db(ug, u1)
p2 = b(u1,u2) Io(ui,u)
p3 = b(uz,u3) Db(u,uz) b(u,u).

Este de retinut modul in care, de exemplu, Ib(uy,u) se obtine din punctele
b (ug,u1) si b(ug,us): este acel punct care imparte segmentul determinat de
ele in raportul 7(ug, u, us). Observatii analoage sunt valabile si pentru celelalte
puncte de pe coloanele doi si trei. Tinand cont de aceastd observatie putem
renunta la functia I pe care am utilizat-o la inceput si generaliza acest algoritm,
obtinand o schema de Casteljau generalizata de forma

Py
p! p§
P pPi P

in care:
- p(l) este coliniar cu p8, p(l) sir(pY, ps, pY) = T(Uo,U7U2)7
- p1 este coliniar cu pp P2 si 7(pY, i, P
- p? este coliniar cu pg, pi si 7(py, p3, PI) = r(ul,u,ug).

—=NO

l
<
=
£
I

N

De asemenea, sa retinem ca ludm u € [uq, us], astfel ca rapoartele care apar
sa fie nenegative, cu alte cuvinte, fiecare punct nou construit este situat pe
segmentul determinat de punctele in functie de care l-am obtinut.

Exemplul 5.19 Consideram uy = 0,u; = 1,us = 4,u3 = 5; u = 2 si punctele
de control
pg = (070)3 p(l) = (47 4)7 p(2) = (0a4)

Avem:
1 Uz — U 0 U — ug 0
= —|— = 272’
Po u2_qu0 u2_u0P1 (2,2)
1 uz —u g U — Uy
= + = (3,4),
P U3—u1p1 Us — Uy Py = (3,4)

46



9 U2 —U | U—U 4 78
= + =155 )
Po ’LLQ—Ulpo (5 —Ulpl (3 3)

agadar schema de Casteljau generalizata corespunzatoare este

(0,0)
(4,4) (2,2)

0,4) (3,4) (; i) .

Exercitiul 5.20 Consideram ug = 0,u; = 2,us = 4,u3 = 6; si punctele de
control
po = (8,0), p? = (0,0), p5 = (0,4).

Scrieti schema de Casteljau generalizata corespunzatoare valorii w = 3 a para-
metrului.

Observatia 5.21 Cum putem generaliza situatiile din observatiile 5.17 si 5.187
Analizand cele doua cazuri particulare, observam ca datele de plecare sunt:

e un numar natural nenul n (gradul);

e un gir de noduri

(ug, 1,y ..., uK), cuu; <uipy Vi=0,...,K—1;

e un poligon de control
(p07p17"'7pL)a unde L = K —n+ 1.

De asemenea, din observatia 5.18 retinem ca parametrul generic u, care
determina punctul de pe curba B-spline pe care vrem sa o construim, apartine
intervalului [un—1, UK —nt1] = [un—1,ur], numit interval admisibil.

Definitia 5.22 Curba definita de datele de mai sus poarta numele de curba B-
spline de grad n asociata poligonului de control (pg, p1,- - ., Pr) si sistemului de
noduri ug, . . ., ux. Intervalul siu de definitie este intervalul admisibil [u,—1,ur].

Exemplul 5.23 Consideram n = 2, nodurile
up =0, ug =1, ug =3, ug =6, ugy =7
si punctele
po = (0,0), p1 = (0,6), p2 = (10,6), ps = (18,2),

deci L = 3 i K = 4, iar intervalul admisibil este, in acest caz, [u1,us]. Punctele
Po, P1, P2, Ps sunt asociate, respectiv, perechilor (ug,u1), (u1,us), (uz,us) si
(u3,uy); privind aceastd asociere ca pe o functie b de la multimea acestor
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perechi la multimea punctelor, avem py = Ib(ug,u1), p1 = b(ui,us2), p2 =
b(usz,us), ps = (us, uq). Pentru u € [uy, uz] schema de Casteljau asociaté este
ca 1n observatia 5.18, adica

pPo = b(ug,uy)
P1 = ]b(u17 UQ) ]b(ula U)
P2 = ]b(u2,U3) ]b(U,UQ) ]b(U,U)a

in schimb, pentru u € [ug, ug], schema corespunzitoare este

p1 = Ib(u1, uz)
p2 = b(uz,uz) Ib(uz,u)
ps = b(us,us) Db(u,us) bu,u).

Punctele intermediare se obtin dupa reguli analoage. De exemplu, punctul
Tb(us, u) este acel punct coliniar cu Io(uy, us) si b(us, uz) pentru care r(Ib(uy, ua), b(us, u), b(uz, us)) =
r(u1, u, uz). Mai mult, avind in vedere ci u este in intervalul admisibil [u1,us],
punctul astfel construit este pe segmentul determinat de cele doua puncte.
Concret, si luim mai intai u = 2 € [ug, us]. Avem

1 2 4 1
b(u,u;) = 3Po + 3P1= (0,4), IDo(u,uz) = P + =Pz = (2,6),

b(u,u) = %]b(u,ul) + %]b(u,ug) =(1,5).

S& consideram acum cazul in care u = 4 € [ug, ug]. Avem:

2 3 3 1
Ib(UQ,U) = gpl + gPZ = (656)7 ]b(u37u) = EPQ + Zp3 = (1235)a

2 1 17
]b(u7u) = glb(u,u2) + glb(U,Uz;) = (87 3> .

Exercitiul 5.24 Consideram n = 2, nodurile
up=1, u1 =2, upg =4, ug="7, ug =8
si punctele
po = (6,0), p1 =(0,0), p2 = (0,6), ps = (6,6).

Stabiliti intervalul admisibil al curbei B-spline asociata acestor date. Deter-
minati punctele de pe aceasta curba corespunzatoare valorilor u = 3 i u = 5
ale parametrului.

Exemplul 5.25 Consideram n = 3, pg, p1,---,Ps puncte de control si un gir
de noduri ug,ug,...,u1g (L = 8 K = 10), intervalul admisibil fiind [us, usg].

Punctele de control le privim ca fiind asociate respectiv tripletelor

po = b(ug, u1,u2), p1 =b(u.uz,us),..., ps = b(us,ug,uip).
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Pentru un u € [uy, us], de exemplu, punctul de pe curba B-spline corespunzitor
parametrului u se obtine din schema:

P2 = b(uz, u3, us)

P3 = Ib(U3, U4,U5) ]b(U3,U4,u)

ps = b(ug, us,us) b(ug,u,us) Dblug,u,u)

Ps = ]b(u5,u6,u7) Ib(U,U5,u6) ]b(uvuvu5) ]b(uvua u),

folosind regulile de interpolare deja cunoscute.

Observatia 5.26 In general, dat un sistem de noduri ug, u1, .. ., ux, un poligon
de control po,...,pr sin > 1, pentru un u € [ur,ury1] C [un—1,ur], obtinem
punctul de pe curba B-spline asociata acestor date si corespunzator valorii u a
parametrului dintr-o schema de forma

Pr—n+t1 =b(Ur_pnt1,...,ur)
Pront2 =b(Ur—ni2, .. ur41)  (ur—nio,...,ur,u)
Pr+1 =Db(uri1, .., Urgn) b(u, urg1y oy Urgn—1) «even- b(u,...,u).

5.4 Functii B-spline

Definitia 5.27 Fie i = (ug, u1,-..,ux) un gir crescator (u; < u;y1, Vi) de no-
duri. Pentrun € {0,1,..., K —1} (n va reprezenta gradul functiei pe care dorim
sd o construim) definim recursiv functiile N : [ug,ux] = R,i=0,...,K—1—-n

prin formulele
NO(u) = { 1 dacd u € [u;, uiy1)

0 1n rest

SN )+ D NS ), (5.4)

N (u) = ————
1
Ujgn — U Uipn+1 — Uil o

3

daca u; < Ujqn Sl Ujr1 < Ujgpt1-
Functiile N;* astfel construite se numesc functii B-spline de grad n aso-
ciate sirului de noduri U.

Observatia 5.28 Notand
U — u;

daca u; < Uj4n
wl(u) =< Uign — Ui

0 in rest,
relatia (5.4) devine
N} () = W (W)N] " (u) + (1 = wiyy (W) N ().
Exercitiul 5.29 Consideram sirul de noduri & = (0,1,2,3,4). Scrieti expli-

cit functiile B-spline de grade 0,1,2,3 asociate acestui sir de noduri, repre-
zentandu-le apoi grafic. Indicati pentru fiecare functie suportul sau. Calculati

apoi 3720 N (u).

49



Exercitiul 5.30 Analizati functiile B-spline asociate girului de noduri U =
(0,1,1,2) din punctul de vedere al continuitatii. Ce se observa?

Propozitia 5.31 Fie U = (ug,u1,...,ux) un gir de noduri si N*, unde n =

)

0,...,K—1,i=0,..., K —1—n functiile B-spline asociate. Atunci:

(i) N este o functie polinomiald pe portiuni, de grad n;

(if) N/*(u) > 0, pentru orice u € [ug, uk], dacd u; = Uj1n4+1 (adicd multipli-
citatea nodului u; este cel putin n + 2), functia N este nula,

(iii) in cazul in care u; are multiplicitatea cel mult n, N/*(u) > 0 pentru orice
u € (s, Uitnt1) st N (u;) = N (Uign+1) = 0, In cazul in care multiplicitatea
lui u; este egald cu n + 1, are loc relatia N*(u;) = 1; in particular, in aceste
cazuri suportul functiei N7 este [u;, titn+1]. Mai mult, functia B-spline N]* are
suportul minimal: daca o functie polinomiala pe portiuni cu aceleasi proprietati
de netezime fata de acelasi sir de noduri are suport mai mic decat al lui N},
aceasta trebuie sa fie functia nula;

(iv) daca n < K — n, are loc egalitatea Zfiglfn N]*(u) = 1, pentru orice
U € [Up, UK —p)-

Definitia 5.32 Fie i = (uo,...,ux) un sir de noduri, n € N un numar natural
astfel can < K—n gia, b cu proprietatea u,, < a; b < ug_,. Spatiul functiilor
spline pe [a,b], notat P, 1[4, este spatiul vectorial al functiilor polinomiale
pe portiuni pe [a,b], de grad mai mic sau egal cu n, avind racorduri de clasi
C™Pi in fiecare nod interior u; € (a,b) multiplu de ordin p; =0, ..., n.

Lema 5.33 Fie I = [a,b] un interval si ug € (a,b).

a) Dimensiunea spatiului vectorial al functiilor polinomiale de grad mai mic
sau egal cu n pe [a, b] este egald cu (n + 1).

b) Dimensiunea spatiului vectorial al functiilor polinomiale de grad mai mic
sau egal cu n pe [a,b] care au un racord de clasd C""? in up este egald cu
(n+1)+gq.

Propozitia 5.34 Fie (ug,u1,...,up) un sir de noduri distincte. Multimea
functiilor polinomiale pe portiuni pe [ug, uas) avand gradul mai mic sau egal cu
n si avand in fiecare nod u; (i = 1,..., M — 1) un racord de clasa C"~% are o

structura naturala de spatiu vectorial de dimensiune
M-1
(n+1)+ Z G-
i=1

Propozitia 5.35 Fie (ug, u1,...,ux) un gir strict crescator de noduri. Dimen-
siunea spatiului de functii spline de grad n pe [up—1,ur] avand racorduri de
clasd C"~! in nodurile interioare este egald cu L + 1, unde L = K — n + 1.
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Teorema 5.36 Fie (ug,u1,...,ux) un sir crescator de noduri. Presupunem
n<K-—-nginotam L = K —n+ 1.

a) Dimensiunea spatiului de functii spline de grad n pe [u,_1,ur] avind
racorduri de clasd C"~ % in fiecare nod interior u; € (u,—1,ur) cu multiplicitatea
q; este egala cu L + 1.

b) Functiile B-spline NJ', N7*,..., N} formeaza o bazi a acestui spatiu vec-
torial.
Teorema 5.37 Fie U = (ug,u1,...,ur) un gir de noduri, n € N un numér
natural astfel ca n < K —n si (po,p1,.-.,Ppr) un poligon de control, unde

L =K —n+ 1. Fie s curba spline asociata acestor date. Atunci

s(u) = ) N (u)py, Yu € [up—1,ur].

.
i Mh
o
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Capitolul 6

Curbe Bézier rationale

Sa consideram aplicatia de proiectie centrala pe planul L de ecuatie x3 =1 Comparati pozitia
relativa a drepte-
lor {(a + 1,0 —

1 T2 ; .

me RO\ {z|a3 = 0} = L, me(wr,09,23) = | —,=,1). La)la € R} s
T3 I3 {(B,-8,8-1)|B €

R} precum  §i

Identificand in mod natural acest plan cu R?, obtinem o aplicatie pozitia  relativd

a imaginilor lor
T prin .
x
7 :R3\{z|zs =0} = L, m(x1,20,23) = <1,2> .
T3 T3
Propozitia 6.1 Fie (ag,a;,as) un poligon de control din R? si fie mai departe
a:[0,1] - R3 a(t) = 3.7, a;B2(t) curba Bézier asociati. Presupunem ci
niciunul din cele trei puncte de control nu este situat in planul de ecuatie x3 = 0
gl c& nici curba a nu intersecteaza acest plan. Scriem a; = (z1(a;),z2(a;), A;)
(i=0,1,2) si definim punctele
x1(a;) xo(ay _
b; 1=< i 1)72(1)):77(31‘)ERQ> i=0,1,2.
Ai Ai
Imaginea curbei a prin aplicatia 7 este curba Avemn
) r(t) d: 7T(a(t)d),
T R2 tinan cont e
r:0,1] = R?, r(t)= Lizo AiPiBi (1) notatiile  intro-
L ’ 22 )\Bz(t) ’ duse, deducem cu
j=0"1"3 usurintd  relatia

din enunt.
Definitia 6.2 Fie bg, by, by puncte din R2, Ao, A1, A2 € R numere reale, astfel
ca Z?:o )\ijz»(t) # 0 pe intervalul [0, 1]. Curba

2. NBA1)
r:[0,1] =R% r(t)=) ———" L b,
; >0 A BA(1)

se numeste curbd Bézier rational patratici (CBRP). Punctele by, by, by
se numesc puncte de control ale curbei, iar numerele Ag, A1, Ao se numesc
ponderi ale punctelor de control b,.
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Exemplul 6.3 Consideram punctele

by =(0,0), by =(0,1), by =(1,0)

si numerele reale

=1, AM=1 Jl=2

Avem )
S ONBI(t) =141,
j=0

iar CBRP asociata este

r:[0,1] — R?,

r(t) = 2t(1—t)).

2t
1+t27 1+¢2
(Curba Bézier asociatd acestui poligon de control este b(t) = (t2,2t — 2t?).)

Poligonul de control initial este dat de punctele

a = (Oa()?l)v a; = (07 1, 1); as = (2;(),2)'

Exercitiul 6.4 Determinati CBRP asociata datelor
by = (2a0>7 b, = (an)a by = (07 1);
MN=2, M=1 X=1

gl precizati punctele poligonului de control (ag,a;,as) din care se obtin aceste
date.

Exercitiul 6.5 Puteti determina o curba Bézier rational patratica r astfel ca
r(t) = (%v %) oricare ar fi t € [0,1]? In caz afirmativ, care este poligonul

de control din R? initial?

Propozitia 6.6 Fier o curba Bézier rational patratica definita de datele initiale
(bs, A;) i=0,1,2.

(i) In cazul in care cele trei ponderi au aceeasi valoare, A # 0, (i.e. punctele
ap, a; si ap sunt situate in planul 3 = A), atunci CBRP asociata r este o curba
Bézier r(t) = Y7, B2(t)b;.

(ii) Au loc relatiile

r(0) = by, r(1) = by,
deci CBRP considerata interpoleaza punctele de extrem.

(iii) Au loc egalitatile

(0) = S (b~ b), (1) = 22 (s — )

cu alte cuvinte tangentele in punctele extreme sunt directionate de vectorii
——— —_—

bob; , respectiv bibg

Y

Determinati

punctele de
intersectie dintre
curba b gi curba

r st comparati
imaginile lor
geometrice.

In proprietdatile
(i) si (i) se
foloseste faptul ca
ponderile extreme
sunt nenule.
Acest fapt rezultd
din conditia

?:0 AJ'B?(t) #0
pe intervalul
[0, 1].

(iv) Dac8 ponderile sunt strict pozitive, atunci CBRP este inclusa in infaguratoarea

convexa a punctelor de control.
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Observatia 6.7 Convenind ca punctele de forma (31, 72) cu z3 = 0 sunt si-
tuate la infinit, putem extinde definitia unei CBRP, cerand doar ca ponderile
Ao, A1, A2 sa nu fie toate nule, dar acceptand ca expresia Z?:o )\jBJQ-(t) sa se
anuleze pe intervalul [0,1]. Fiind un polinom de grad cel mult doi nenul (de-
oarece ponderile nu sunt toate nule), va avea cel mult doud radacini in acest

interval, deci CBRP obtinuta va avea cel mult doua puncte la infinit.

Propozitia 6.8 O curba Bézier rational patratica este un arc de conica. Mai
precis, fie CBRP definita de datele (b;, A;), ¢ = 0, 1,2. Atunci:

e daca % > 1, curba este un arc de elipsa,
1

e daca % = 1, curba este un arc de parabola,
1

e daci % < 1, curba este un arc de hiperbol4.
1

Exemplul 6.9 Sistemul de ponderi (1,1, 2) conduce la un arc de elipsi, oricare
ar fi poligonul de control initial, in vreme ce cu ponderile (2,3,2) se ajunge la
arce de hiperbola.

Propozitia 6.10 Fier o CBRP definita de (b, b1, ba, Ag, A1, A2). Dacd AaAg >
0, exista o schimbare de parametru ¢ astfel r o ¢ sa fie o conica definita de
acelagi poligon de control si de ponderile (1, A1,1). O parametrizare a unui arc
de conica definitd de un sistem de date de forma (bg, by, ba, 1, A1, 1) se numeste
parametrizare standard. Tipul conicei este dat de ponderea A;:

e dacad A\ < 1 conica este elipsa;
e daca A\; = 1 conica este parabold;

e dacd \; > 1 conica este hiperbola.

Propozitia 6.11 Datele initiale (bg, b1, bs, 1, A1, 1) definesc un arc de cerc tan-
gent poligonului de control in punctele by si by §i situat in acoperirea convexa
a punctelor poligonului de control daca si numai daca sunt verificate conditiile

— —
(i) || bobz || = | bibs || (cu alte cuvinte triunghiul bob;bs este isoscel cu
[blbo] = [blbg]) §i

(ii) A1 = cos(bybobs).

Corolarul 6.12 Parametrizarea arcului de cerc situat in interiorul poligonului
de control (bg, b1, bs) care are extremitatile by respectiv by este data de

r(t) = B2(t)bg + cos B3 (t)by + B2(t)by
~ B2(t) +cosOB}(t) + B:(t)

t €10,1],

unde 0 = m(bmg). Centrul cercului este situat la intersectia perpendicula-
relor duse pe bgb1, respectiv pe baby in bg, respectiv bs.

o4

Este posibil ca o
CBRP sa fie in-
clusd intr-o co-
nica degenerata?

Cum putem con-
strui un cerc com-
plet folosind trei
arce de cerc pri-
vite ca CBRP?



Exemplul 6.13 Consideram by = (1,0), by = (1,1) si by = (0, 1), in particu-
lar 6 = 7, deci cos ) = g si arcul de cerc corespunzator este dat de parametri-

zarea

r(t) = 14+ (V2 -2)t+ (1 —V2)t2 V2t + (1 —V2)t?
I+ (V2 =24+ 2=V 1+ (V2 -2t + (2 V)2 )

Observatia 6.14 (i) Punctele unei curbe Bézier rational patratice pot fi de-
terminate fie aplicand algoritmul de Casteljau atat numitorului cat si numara-
torului si apoi efectudnd impartirea, fie determinand punctele ag, a;, ay din R?
care prin m sunt aplicate in b;, aplicand acestor puncte algoritmul de Castel-
jau (cu alte cuvinte determinand puncte ale curbei Bézier asociate a) si apoi
calculand imaginea acestor puncte prin proiectia 7.

(ii) Prin analogie cu curbele Bézier rational patratice, putem introduce curbe
Bézier rationale de grad n din R™. Datele cu ajutorul carora construim o astfel
de curba sunt:

e poligonul de control (bg,...,b,) din R™;
e sistemul de ponderi (Ag, ..., \,), nu toate nule.

Curba Bézier rationala de grad n asociata acestor date este data de

n

i Bt
r(t) = ZO STABD )\j(Bj’P(t) b, tel01].

Proprietatile unei astfel de curbe sunt analoage proprietatilor CBRP.
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Capitolul 7

Suprafete de tip produs
tensorial

7.1 Definitii. Proprietati

Definitia 7.1 Fie m,n € N* doua numere naturale nenule si

boo bor ... bg,
blO bll .. bln
b,o bmi ... bun

o matrice ale cirei elemente sunt puncte din R3, numiti retea Bézier (po-
liedru de control). Suprafata Bézier de tip produs tensorial asociata
acestor date este data de formula:

m n

s:[0,1] x [0,1] 5 R®, s(u,0) => > B"(u)B}(v)bi;.

i=0 j=0

Observatia 7.2 (i) Prin analogie cu curbele Bézier, suprafata de tip produs
tensorial are urmatoarele proprietati:

- interpolarea punctelor boy = s(0,0), bg, = s(0,1),bmo = s(1,0), by, =
s(1,1);

- imaginea suprafetei este inclusd in acoperirea convexa a punctelor polie-
drului de control;

- invarianta la transformari afine.

(ii) Curbele frontiers, i.e. curbele de coordonate s(0, -), s(1,-), s(-,0) sis(-,1)

sunt curbe Bézier avand poligoane de control respectiv (bog, bo1, - - -, bon), (Bmo, b1, - .-

(boo, b10, - - - s bmo), (bon, B1ns - -, b ). Restul curbelor de coordonate sunt, la
randul lor, curbe Bézier. Totusi, acestea din urma nu au drept puncte de control
linii sau coloane din matricea (b;;); ;-
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Exemplul 7.3 Daca m =n =1 avem

1 1

s(u.0) = 3 Y BB @by =0 -u w0 (0 P ) (1)
De exemplu, daca
bgo = (0,0,0), be1 =(1,0,0), by =1(0,1,0), by =(1,1,1),
un calcul direct aratd cd s(u,v) = (v, u, uv).
Exercitiul 7.4 Consideram reteaua Bézier
boo = (0,0,0), bo1 =(2,0,0), bip=1(0,2,0), b1 =(2,2,0).

Determinati punctul s(3, 3).

7.2 Vectori asociati unei suprafete Bézier

Definitia 7.5 Fie R = (bij;)i=0,...,m, j=0,....n O retea de control. Introducem
operatorii

EIObij Z:bi+1j, i:O,...7m—1; ':0,...771/

EOlbij ::bij+17 i:(),...,m; j:O,...,n—l;
AOI = E01 —id, AlO = E10 —id .

Lema 7.6 Parametrizarea suprafetei Bézier data de reteaua de control R este
s(u,v) = (1 —u+uF19)™(1 — v+ vEo1) " boo.

Propozitia 7.7 Derivatele parametrizarii unei suprafete Bézier sunt date de

formulele e
0" 's m! _ .
uFoul — (m — k) (1w +uio)" " (B —id )*-
n!
(n—1)!

(1 — v —|— UEOl)n_l(E()l — ld )lboo.

Corolarul 7.8 Pentru k = 1,1 =0 avem

Sy (u,v) = a—z(u,v) =m(l —u-+ uElo)m_lAlo (1 —=v+vEp)"boo =
n m-—1
= mz Blmil(u)B;l(U)Awa
§=0 i=
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Pentru £ =0, =1 avem

0
sy (u,v) = £(u,v) =n(l —u+uFE;p)™ (1 —v+vEy)" *Agbg =
=) Z w) B~ (v) Aorbi.
i=0 j=0

Observatia 7.9 In particular, vectorii tangenti in cele patru colturi bgg, bon,
b0, bmn ale suprafetei la curbele coordonate ce contin aceste puncte sunt:

-vectorii tangenti curbei v = 0 In extremitatile sale:
$4(0,0) = m(b1p — bgo), Su(1,0) = m(bmo — bm—10);
-vectorii tangenti curbei v = 1 in extremitatile sale:
$4(0,1) = m(b1, —bon), su(1,1) = m(byn — bm—1n);
-vectorii tangenti curbei v = 0 in extremitatile sale:
$4(0,0) =n(bo1 —boo), $,(0,1) = n(bo, — bon-1);
-vectorii tangenti curbei v = 1 in extremitatile sale:

Sv(]-a 0) = n(bml - me)v Sv(la 1) = n(bmn - bmn—1)~

Observatia 7.10 In racordul de clasi GC! al suprafetelor Bézier sunt utilizate
si derivatele
SU(O,U), Su(lvv)a Sv(ua 0)7 Sv(ua 1)7

numite derivate transversale curbelor frontiera v = 0, u = 1, v = 0,
respectiv v = 1.
Explicit, derivata transversala curbei frontiera u = 0 este data de:

mZB Alob”—mZB )(b1; — bg;), Vv € [0,1].
7=0

Vectorul s, (0,v) poate fi rescris:

n

—su (0,v) ZB v)by; — Z (v)bo; = q(v) — p(v),

7=0

unde p este curba coordonata u = 0, iar q este o curba care, in general, nu
apartine suprafetei.

Exercitiul 7.11 Determinati derivatele transversale curbelor frontiera u = 1,
v=0giv=1.

98



Observatia 7.12 Vectorul rasucire s, (u,v) = 8?;; (u,v) este dat de

m—1n—1

Suo(u,0) =mn Y B (u) BT (v)Ariby;,

i=0 j=0

unde All = AIO o AOl-

7.3 Geometria panzelor Bézier

7.3.1 Singularitati ale supafetelor Bézier

Observatia 7.13 In general, fenomene de degenerare si singularitati ale unei
suprafete Bézier s apar cind planul tangent la s intr-un punct s(ug, vg) nu exista,
cu alte cuvinte, cand vectorii s, (ug, vg) si s, (o, vo) sunt liniar dependenti.

(i) De exemplu, consideram uy = vg = 0, deci punctul s(0,0) = bgo al
suprafetei. Aceasta este degeneratid in by daca vectorii

s4(0,0) = m(big — bgo), $4(0,0) = n(bgr — bgo)

sunt liniar dependenti, deci dacd punctele bgg, bp1, b1g sunt coliniare (un caz
particular este cel in care doud dintre ele coincid).

(ii) Daca matricea punctelor de control (b;;); ; are o linie sau o coloana ex-
trema formata din puncte identice, atunci suprafata Bézier asociata este dege-
nerata, mai precis, curba frontiera corespunzatoare respectivei linii sau coloane
este degenerata la un punct. De exemplu, daca bpg = bgy = ... = bg, = b

avem
n

s(0,v) =Y > " B/"(0)B}(v)bj; = Y _Bj(v)b=b,
i=0 j=0 j=0
deci in acest caz curba de coordonate u = 0 se reduce la un punct.

(iil) S& consideram acum un punct interior s(0, vg) al curbei frontiera data de
conditia v = 0. Daca oricare ar fi j =0, ...,n avem bg; = by, (i.e. primele doua
linii ale matricei punctelor de control coincid), derivata transversald s, (0, vg)
este nula, deci avem o singularitate In punctul s(ug,vp). Reciproca nu este
neaparat adevarata.

(iv) Vectorul rasucire s,,(0,0) este nul daca gi numai daca bgg, be1, bio si
b1; sunt varfurile unui paralelogram.

Exercitiul 7.14 Consideram o retea de control formata din 6 puncte, (b;;); ;,
cui=0,1,2; j = 0,1. Analizati ce tip de suprafata se obtine daca punctele
poligonului de control sunt diferite doua cate doua, apoi in cazul in care bgg =
bo1 = boa.
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7.3.2 Generarea aceleiasi suprafete cu poliedre de control
diferite

Observatia 7.15 Ca si in cazul curbelor Bézier (vezi propozitia 4.9), putem
modifica poliedrul de control care determina o suprafata, fara a modifica forma
acesteia. Cresterea numarului de puncte se efectueaza fie in directia lui u, fie in
directia lui v, deci fie pe o linie sau fie pe o coloana a retelei.

Concret, fie (b;j);; o rectea de control, i = 0,...,m,j = 0,...,n care
genereaza suprafata s. Atunci reteaua de control (bgj)m'7 cui=0,....m+1,
j=0,...,n, definita prin

b6j:b()j; j:0,...7n

béj:mi—klbl_1]+(lim7—‘,—1)bmv z:l,...,m, j:O,,’fl,
;nJrlj:bmj, j:07...7n

genereaza, la randul sau, suprafata s.

Exercitiul 7.16 Ilustrati printr-un desen cazul m = 2, n = 2.

7.3.3 Racordul panzelor Bézier

Definitia 7.17 Fie S; si S doua suprafete.

(i) Spunem ca S = S;US; are continuitate de pozitie daca S si S2 coincid
de-a lungul unei curbe frontiera, fie in Intregime, fie partial. De exemplu, fie
s1,82 : [0,1] x [0,1] — R3 §i S; := im (s;), i = 1,2. Daci s1(1,v) = s2(0,0)
pentru orice v € [a,b] C [0, 1] atunci avem continuitate de pozitie.

(ii) Fie s; si so dod suprafete ca la (i), avind continuitate de pozitie. Daca
pentru orice v € [a,b] planul tangent la s;(1,v) coincide cu planul tangent la
s2(0,v) (i.e. vectorii normali la cele doud suprafete in respectivele puncte sunt
coliniari), spunem ca avem continuitate a planului tangent sau continui-
tate geometrica de tip GC'.

Observatia 7.18 (i) Fie s; si so doud panze Bézier generate de retelele de
control (b;j)i;, ¢ = 0,...,m;j = 0,...n, respectiv (cp)rs, K =0,...,p, | =
0,...,q. Folosind rezultatele referitoare la marirea gradului, putem presupune,
fara a restrange generalitatea, ca n = q. In continuare vom studia racordul a
doua suprafete care au in comun o curba Bézier generata de poligoane cu acelasi
numar de puncte.

(ii) Consideram doua panze Bézier avand continuitate de pozitie. In cazul
in care curbele coordonate transversale curbei frontierd comuna au un racord
de clasa GC', atunci cele dous suprafete au un racord de clasa GC*.

Propozitia 7.19 Fie (b;;); ;i =0,...,m;j=0,...,n8i (ckj)e; E=0,...,p;

j = 0,...,n doud retele de control si fie s; : [0,1] x [0,1] — R3, respectiv
s2 1 [1,2] x [0,1] — R3 suprafetele Bézier asociate.
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(i) Cele doua suprafete au continuitate de pozitie, avand in comun curba
im s1(1,) = im s2(1, ), dacd si numai daca

bijCOj, VJ=O77TL

(ii) Curbele coordonate transversale curbei frontierd comuna au un racord
de clasa GC' daci pentru orice j = 0,...,n are loc relatia b,,; = cgj, punc-
tele by,—1;5, bmj, c1; sunt coliniare, iar raportul acestora r(bpy—1;, bmj, clj) nu
depinde de 7, i.e. daca sunt verificate conditiile

bmj:COja VJ:O77TL,

El,u >0 al. Cij = bmj + %,Lt(bmj — bm—lj); V] = 0, Lo, n.

7.4 Suprafete Hermite

7.4.1 Forma Hermite a unei curbe polinomiale

Observatia 7.20 O curbi polinomiald cubica c : [0,1] — R™ (m = 2,3) este
perfect determinata de

po=c(0), p1=c(l), to=c'(0), ti=c'(1),

adica de extremitatile arcului de curba si de vectorii tangenti in aceste extre-
mitati. Mai precis, avem

c(t) = (B3(t) + BY(1)po + (BE(0) + B + 3 B (1)t — 5 B0t

Definitia 7.21 Polinoamele

Hi(t) = By(t) + Bi(t),  H{(t) = B3(t) + B5(1),

HY() = 5 BY),  HR) = —5BA)
se numesc polinoame Hermite.
In concluzie, data o curba polinomiala cubica,
3
c:[0,1] = R™,  c(t)=) ta,
i=0

aceasta poate fi rescrisa in baza Bernstein sub forma
3
c(t) =Y Bi(t)b;,
i=0
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unde b; sunt punctele poligonului de control. Aceeasi curba poate fi rescrisa in
baza Hermite

3
c(t) = Hy(t)po + HY (t)p1 + Hi (D)to + H3 (t)t1 = Y H (D),
i=0

hy = pg,h; = p1,hy = tg,hs; = t; avand semnificatia geometrica precizata
anterior.

7.4.2 Forma Hermite a unei suprafete polinomiale

Observatia 7.22 Fie S = im s o suprafata bicubica parametrizata prin

relatie care poate fi rescrisa matricial sub forma

1
2 3 v
s(u,v) =1 w w* wu’) A 2 |
V3
unde A = (a;5); j—0,.,3. Matricea A se numeste matricea coeficientilor

algebrici.
Parametrizarea poate fi rescrisa folosind baza Bernstein,

1
3 3
v
s(u,v) = YN BB )by = (1w w* W) B| 5 |
i=0 j=0 3
v
matricea B reprezentand reteaua Bézier.
Exprimarea aplicatiei s in baza Hermite
1
3 3 ;
su) = Y. b HAWHN ) = (1w w* W H| Y
i=0 j=0 3

conduce la o matrice H = (h;;); ; ale carei elemente sunt:

s(k, 1), su(k, 1), su(k,0), su(k,l), k,l € {0,1}.

7.5 Suprafete B-spline

Definitia 7.23 Suprafata B-spline de grade (n,n’) definita de
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e doua giruri de noduri

u:(u()?ula"'auK)v VZ(”Ovvla"'va’);

e o retea de puncte de control p;; € R3 i=0,...,L; 5 =0,...,L, unde
L=K-n+1,L' = K' —n' + 1. este datd prin formula

L L

s(u,v) = > NI ()N} (v)p;;

i=0 j=0
Observatia 7.24 In cele ce urmeazi vom presupne ca
U =Up = ... = Un, uK,n(:uL,l):...:uK;
Vg =Vl = ... = Uy, ’UK/_n/(:’UL/_l):...:’UK/.

Propozitia 7.25 (i) O suprafatd B-spline definitd de reteaua de puncte de
control (p;;) interpoleazd punctele poo, Por/, PLos PLL -

(ii) Curbele coordonate frontiera sunt curbe B-spline, ale caror poligoane de
control de Boor sunt formate din puncte ale retelei de control.

(iii) Curbele coordonate diferite de curbele frontierd sunt, la réndul lor,
curbe B-spline, dar poligoanele de control ale acestor curbe nu sunt formate din
puncte ale retelei de control.

(iv) O suprafatd B-spline este inclusa in infaguratoarea convexa a punctelor
sale de control.
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Capitolul 8

Suprafete Bézier
triunghiulare

Notatii. Vom nota cu i = (i1,142,i3) un multiindice de lungime 3, iar cu [i| =
i1 + io + i3 suma componentelor sale. Pentru multiindicele i definim:

of n!
g liglig!

Definitia 8.1 Polinoamele Bernstein de doua variabile de grad n sunt
date de formulele

Bl (u,v) := Clurv®2(1 —u —v)%, li| = n.
Observatia 8.2 In cele ce urmeazi vom utiliza notatia
u:= (ug,ue,uz) = (u,v,1 —u—v).
Polinoamele Bernstein se rescriu
B'(u) = CLultu2u?, (u1 +ug +ug =1, |i| =n).

Exemplul 8.3 Pentru n = 1 se obtin trei polinoame Bernstein de grad 1,
corespunzatoare multiindicilor e; := (1,0,0), es := (0, 1,0), respectiv ez :=
(0,0,1):
1 1 1
B;, (u) =uy, Bg,(u) =us, B, (u)=us.

Exercitiul 8.4 Scrieti polinoamele Bernstein de doua variabile de grad 2.
Observatia 8.5 In general, vom considera restrictia functiilor polinomiale aso-
ciate polinoamelor Bernstein (prin abuz de limbaj, a polinoamelor Bernstein),

pe multimea tripletelor (uq,uz,us) din produsul cartezian [0,1] x [0, 1] x [0, 1]
cu proprietatea ca uy; + ug + ugz = 1.
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Propozitia 8.6 (Proprietiti ale polinoamelor Bernstein)
(i) Polinoamele Bernstein sunt nenegative pe multimea u € [0, 1]* cu uy +
us + uz = 1.
(ii) Pentru orice numér natural n, polinoamele Bernstein de grad n formeaza
o partitie a unitatii
n
> Bi(u) =1
i=0

(iii) Polinoamele Bernstein verificd relatia de recurenté
ZukBl" o (u) li| = n. (8.1)

Exercitiul 8.7 Enuntati si demonstrati o proprietate analoagd lui (iv) din
propozitia 3.11.

Definitia 8.8 Fie (b;)|jj—, 0 multime ordonata de puncte din R3, numits retea
de control. Suprafata Bézier triunghiulara asociata acestor puncte, s :
(0,12 N {D us, = 1} — R3, este datd de formula

=Y Bi'(u)b;

li|=n
Exercitiul 8.9 Fie tq,to,t3 trei puncte din spatiu, corespunzatoare indicilor

de lungime unu e, ey, e3. Descrieti explicit suprafata Bézier triunghiulara
asociata acestei retele de control.

Observatia 8.10 (Algoritmul de Casteljau) Fie (b;)|;—, o retea de puncte

de control. Notam
bl :=b;, Vi, |i| =n.

Pentru r = 1,...,n si i astfel ca |i| = n — r definim punctele de Casteljau b}

prin formula
Z urbip, (u

Punctul by (u) descrie, cand u variaza in [0,1]3 N {>_ ux = 1} o suprafata.
Propozitia 8.11 Fie (b;)|;j—y, o retea de puncte de control. Atunci
b(u) = by(u),  Vu,

adica suprafata Bézier triunghiulara definita cu polinoamele Bernstein coincide
cu cea construita utilizand algoritmul de Casteljau.
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Observatia 8.12 Este convenabil ca punctele retelei de control sa fie scrise sub
forma unei matrice triunghiulare. De exemplu, daca n = 3, aceste puncte pot
fi scrise sub forma unui tablou triunghiular

bo3o

bo21 b1
bo12 b1y ba1g

boos3 bio2 b2o1 b300
Exercitiul 8.13 Consideram n = 2 si reteaua de control
bo20 = (0,6,0)
bo11 = (0,3,0) b0 =(3,3,6)

bgoz = (0,0,0) big1 = (3,0,0) bago = (6,0,9)

Calculati punctul de pe suprafata Bézier triunghiulara asociata acestei retele de

control corespunzator valorii u = (%, %, %)

Exercitiul 8.14 Pornind de la proprietatile curbelor Bézier, deduceti proprietati
ale suprafetelor triunghiulare Bézier.
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