EINFUHRUNG IN DIE
MATHEMATISCHE EICHTHEORIE (I)

Universitat Zirich, WS 1998-1999

Mihai-Sorin Stupariu



Inhaltsverzeichnis

0 Physikalische Motivation 3
1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren 5
1.1 Lie-Gruppen . . . . .. .. .. .. 5
1.2 Lie-Algebren . . . .. . ... .. ..o 5
1.3 Lie-Algebren zu Lie-Gruppen. Die Exponentialabbildung. . . 6
1.3.1 Lie-Algebren zu Lie-Gruppen . . . . . ... ... ... 6
1.3.2 Die Exponentialabbildung . . . . . .. ... ... ... 7
1.3.3 Strukturkonstanten fur die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe 9
1.3.4 Die kanonische Form einer Lie-Gruppe. Die Maurer-
Cartan Gleichung . . . . . .. ... ... ... .. ... 9
1.4 Homomorphismen von Lie-Gruppen und Lie-Algebren . . . . 10
1.5 Lie-Untergruppen und Lie-Unteralgebren. . . . . . . . . . .. 11
1.6 Weitere Beispiele von Lie-Gruppen und Lie-Algebren . . . . . 11
1.7 Darstellungen von Gruppen und Algebren. Die adjungierte
Darstellung . . . . . . . . ..o 12
2 Prinzipalbiindel und assoziierte Biindel 14
2.1 Operationen von Lie-Gruppen . . . . . . ... .. ... .... 14
2.2 Prinzipalbiindel . . . . . .. ... ... ... L. 15
2.2.1 Definition der Prinzipalblindel . . . .. ... ... .. 15
2.2.2 Ubergangsfunktionen .................. 16
2.2.3  Homomorphismen, Unterbiindel, Pull-Back . . . . . . 17
2.2.4 Reduktion der Strukturgruppe . .. ... .. ... .. 18
2.2.5 Fundamentalvektorfeld . . . . . . .. ... ... .... 18
2.3 Assoziierte Biindel . . . . ... ... 0oL 18
2.4 Beispiele von Prinzipalbiindel und von assoziierten Biindel . . 20
2.5 Schnitte . . .. .. oo 20



3 Zusammenhange. Krimmung 22

3.1

3.2

3.3

Zusammenhénge in Prinzipalbiindel . . .. ... ... .. .. 22
3.1.1 Definition. Zusammenhangsform. Eich-Potentialen . . 22
Kriimmung der Zusammenhéngen . . .. ... ... ... .. 24
3.2.1 Die graduierte Algebra der g-wertigen Formen . ... 24
3.2.2  Krimmung eines Zusammenhangs in einem Prinzi-
palbindel . . . . . .. ..o oo 26
3.2.3  Die Strukturgleichung . . . . . . ... ... ... ... 26
3.2.4 Die Bianchi Gleichung (die homogene Feldgleichung) . 27
3.2.5 Beschreibung mit Eichpotentialen . . .. ... .. .. 27
3.2.6 Beispiel (Die Maxwellsche Gleichungen) . . . .. . .. 28
Zusammenhénge und Abbildungen zwischen Prinzipalbiindeln 28

3.4 Zusammenhénge in assoziierten Biindel. Reduzibilitdt der
Zusammenhange . . . .. .. ... Lo 29
3.5 Konstruktionen und Bezeichnungen . . . . . . . .. .. .. .. 30
3.6 Der Raum der Zusammenhénge . . . . . . . .. ... ... .. 32
3.6.1 Existenz und Fortsetzung der Zusammenhangen . .. 32
3.6.2 Beschreibung der Raum der Zusammenhénge . . . . . 32
4 Eich-Theorie 33
4.1 Die Gruppe von Eichtransformationen. Die Eichalgebra. Die
?Exponentialabbildung” . . . .. ..o oo o Lo 33
4.1.1 Die Gruppe von Eichtransformationen . . . . . . . .. 33
4.1.2 Die Eichalgebra . . . . . . ... ... .00 34
4.1.3 Die "Exponentialabbildung” . . . . . .. .. ... . 34
4.1.4 Infinitesimale Operation . . . . . . . .. ... ... .. 35
4.2 Lagrangians und Eichinvarianz . . . . .. ... ... ... .. 35
4.3 Lagrangegleichung . . . ... .. ... ... ... ....... 36
4.3.1 Lagrangewirkung. Prinzip der minimalen Wirkung . . 36
4.3.2 Konstruktionen und Bezeichnungen . . .. .. .. .. 37
4.3.3 Lagrangegleichung . . . . . ... .. ... ... .... 38
4.4 Die nicht-homogene Feldgleichung . . . .. .. .. ... ... 39
441 Der Strom . . . . . . ... 39
4.4.2 Die nicht-homogene Feldgleichung . . . .. .. .. .. 40
4.4.3 Beispiel (Die Maxwellsche Gleichungen) . . . . . . .. 41



Kapitel 0

Physikalische Motivation

Notationen Wir betrachten die Mannigfaltigkeit A/ := R* mit Koordinaten
(20, 2%, 22, 23) und die Metrik hq auf M gegeben durch
g 0 o 0 o 0
ho(=——,=—=)=1, hy(=—,=—)=-1, (1=1,2,3 hol=—, =—=
0(8300’ 83:0) ’ 0(8x“ 8361)  (1=1,2,3), O(Bxa’ b
Man nennt (M, hg) Minkovskiraum.
Fir X : R* — R3, X = (X!, X2, X3) definiere
3 ,
0X"'
divX : R* - R divy =) —
iv — R, iv ; R

) =0, (a # ).

0x2  Ox3’ 0x3  Oxl’ Ox!  Ox?

Man nennt divX die Divergenz von X und rotX den Rotor von X.

3 2 1 3 2 1
rotX : R* — ]R37 rotX = <8X 0X* 0X 0X° 0X 0X ) .

e Die Maxwellsche Gleichungen

Parameter Es seien p : R* — R und j = (5',5%,7%) : R* — R? die
Ladungsdichte bzw. die Stromdichte.

Unbekannte Als Unbekannte hat man das Elektrikfeld E = (E', E% E3) :
R* — R? und das Magnetikfeld B = (B!, B, B3) : R* — R3.

Die Gleichungen

divB =0
rotE + % =0
(1)
divk = p
rotB — % = J

Bemerkung Die folgende Gleichung, die die Kontinuitatsgleichung gen-
nant wird, ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (1):

.. Op
le] + @ =0. (2)
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e Weitere Formalisierung der Gleichungen
Notationen

Wir definieren die 2-Form F : R* — AZ(R?),

3
F = Z Eidxt A da® + Z Bidz" A dat,
i=1 (3,k,l) gerade

und die Quelle 1-Form J : R* — A(R%),

3
J = pda® — Zjidmi.
i=1

Es sei § = xd*, wobei * der Hodge-Operator ist.

Lemma 0.0.1 FEs gilt:

B 7

dF = Z rotE + go> dz® A dx' A da® 4 (divB)dzt A dz? A da?,
x

(4,k,l) gerade

: 0% OEN'
OF = (divE)dz" — ; (rotB - M) dz'.

Aus diesem Lemma kann man schliessen:

Proposition 0.0.2 Die Mazwellsche Gleichungen (1) sind zu dem folgen-
den Gleichungssystem dquivalent:

dFF = 0
{ oF = . )
Die Kontinuitatsgleichung (2) wird 6J = 0.

Diese Gleichungen werden spéter, in Absch. 3.2.6 bzw. 4.4.3 inter-
pretiert.



Kapitel 1

Lie-Gruppen und
Lie-Algebren

1.1 Lie-Gruppen

Die Mannigfaltigkeiten mit den wir arbeiten werden, sind parakompakt und
Hausdorffsch.

Definition 1.1.1 FEine Lie-Gruppe G ist eine Gruppe, die zugleich eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, so dass die Multiplikation

p:GxG—G, u(f,g9)=1r9,
und die Inversenbildung
j:G—G, jlg)=g""
differenzierbare Abbildungen sind.

Bemerkung Eine Gruppe G, die zugleich eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit ist, ist genau dann eine Lie-Gruppe, wenn die Abbildung

v:GxG—G, vifg):=fg"

differenzierbar ist.

Beispiele 1) Die endliche Gruppen.

2) (R™ +).

3) (Ry,).

4) (GL(n,R),-).

5) (GL(n,C),-).

6) Wenn G und H Lie-Gruppen sind, so wird auf natiirlicher Weise G x H
zu einer Lie-Gruppe.

1.2 Lie-Algebren

Es sei K € {R,C}.



Definition 1.2.1 FEine Lie-Algebra tber K ist ein K- Vektorraum L, verse-
hen mit einer Abbildung (die heisst Lie-Klammer ),

[, ]:LxL—1L,
so dass fiur alle X,Y,7Z € L und ¢ € K gilt:

1) Linearitét : X +Y,Z] =X, Z]+ Y, 7],
2) Antisymmetrie : [X,Y]=-[Y, X],
3) Jacobi— Identitat : [X,[Y,Z]|+[Y,[Z, X]|+[Z,[X,Y]] =0

Beispiele 1) Die triviale (Abelsche) Lie-Algebra.

2) Der R-Vektorraum R? mit dem Kreuzprodukt als Lie-Klammer.
3) Die Lie-Algebra der Endomorphismen eines Vektorraums.

4) Die Lie-Algebra der Vektorfelder aur einer Mannigfaltigkeit.

Strukturkonstanten

Definition 1.2.2 Es sei L eine endlich-dimensionale Lie-Algebra und es
sei {F1,...,E,} eine Basis von L. Die Strukturkonstanten (beziglich
dieser Baszs) sind die reellen Zahlen c (i, 7,k =1,...,n) fir die gilt:

[E;, B Z%Ek

Bemerkung Betrachte eine feste Basis der endlich-dimensionalen Lie-Algebra
L. Aus der Definition einer Lie-Algebra folgt, dass die entsprechende Struk-
turkonstanten die folgenden Gleichungen erfiillen:

k k ..
Cz’j = _cji7 v 1,7, k,

n
Z czmc]k + Ckmczj + ijckl) =0, vV h,i, 5, k.
m=1

1.3 Lie-Algebren zu Lie-Gruppen. Die Exponen-
tialabbildung

1.3.1 Lie-Algebren zu Lie-Gruppen

Jeder Lie-Gruppe G wollen wir nun eine Lie-Algebra zuordnen. Dafiir
brauchen wir die folgenden Konstruktionen.

Bezeichnungen Es sei G eine Lie-Gruppe und es sei a € G. Die Abbil-
dungen L, : G — G (bzw. R, : G — @), definiert als Ly(z) := a -z
(bzw. Rg4(x) := z - a) heissen Linkstranslation (bzw. Rechtstransla-
tion). Die Linkstranslation und Rechtstranslation liefern dquivalente The-
orien, deshalb werden wir uns nur mit Linkstranslation beschéftigen. Fir
jedes g € G erhélt man eine Abbildung (Lg)«g : T,G — T,eG, die von L,
induziert wird. Wir erhalten auch eine Abbildung (Lg)« : TG — TG. [KN
S. 8.



Definition 1.3.1 Es sei G eine Lie-Gruppe.
i) Ein Vektorfeld X auf G heisst linksinvariant, wenn fir alle a,g € G
qgilt:
(La)*,g(Xg) = Xag-

ii) Wir betrachten die folgende Menge:
g:={X € X(G) | X linksinvariant}.

Beispiel Die Linksinvariantevektorfelder auf (R"™, +) haben die Form

n

0
X —ZCi@, (Ci GR)

=1

Proposition 1.3.2 [Na, S. 170, 171] Sei G eine Lie-Gruppe und sei g wie
oben definiert. Dann, versehen mit der tiblichen Addition, Skalarmultiplika-
tion und Lie-Klammer, wird g zu einer Lie-Algebra.

Proposition 1.3.3 [Na, S. 170] Es sei G eine Lie-Gruppe, g ihre Lie-
Algebra. Die Vektorrdume T.G und g sind isomorph. Der Isomorphismus
ist durch

V= XV7 (XV)g = (Lg)*,eva (g € G)
gegeben.

Diese Identifizierung werden wir stillschweigend verwenden.

Korollar 1.3.4 Es sei G eine Lie-Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(QG) ist
linksinvariant genau dann wenn fir alle g in G gilt (Lg)xe(Xe) = Xj.

1.3.2 Die Exponentialabbildung

Es seien G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Wir werden nun die
Abbildung exp : g — G konstruieren und in dem speziellen Fall der Matrix-
Gruppen beschreiben.

Definition 1.3.5 Es sei G eine Lie-Gruppe. FEine differenzierbare Kurve
~v: R — G heisst 1-Parameteruntergruppe von G wenn fir alle s,t € R
gilt:

V(E+s) =~(E)v(s).

Proposition 1.3.6 [Na, S. 173, 174], [KN, S. 39] Es sei G eine Lie-Gruppe.
Dann gibt es eine 1:1-Korrespondenz zwischen 1-Parameterunter-gruppen y
von G und linksinvarianten Vektofeldern X auf G, so dass gilt

d

X0 = (35, )- (L.1)



Bezeichnungen Fiir X € X(G) bezeichnen wir mit v die entsprechende
1-Parameteruntergruppe. Wir werden manchmal statt 7, ; (d%‘ ﬂ) die Beze-

ichnung leZ\ . verwenden.
=

Bemerkung Es sei ¢ : U — R” eine lokale Karte, mit Koordinaten (', ...,
es seien X und y wie oben. Das Vektorfeld X kann als X = >>7 , &i(x!, ...z
geschrieben werden. Wir setzen f := @ovy; man hat f(t) = (f1(¢),..., f*(t)).
In diesem Fall wird die Gleichung (1.1) eine gewohnliche Differentialgle-

ichung: &(f(t)) = %i, i=1,...,n.

Definition 1.3.7 FEs sei G eine Lie-Gruppe und es sei g ihre Lie-Algebra.
Die Exponentialabbildung wird als

exp:g— G, exp(X) =45 (1)
definiert.

Proposition 1.3.8 FEs sei G eine Lie-Gruppe und ¢ ihre Lie-Algebra.
i) Es gilt
exp(tX) = vX (1), VieR, X eg.

ii) Die Exponentialabbildung ist differenzierbar.
iii) Die Ableitung (exp)«o : Tog — TeG ist, via die Identifizierung zwis-
chen T.G und g, (exp)«o = idg.

Bemerkungen i) Die Exponentialabbildung ist ein lokaler Diffeomorphis-
mus um den Ursprung 0 € g.

ii) Man hat die Abbildung i : G x G — G, p(z,y) = x-y. Dann ist ihre
Ableitung gy (ee) : TeG @ TG — TG, p(X,Y) = X +Y.

iii) Wenn G eine Abelsche Lie-Gruppe ist, so ist die Exponentialabbil-
dung exp : g — G ein Gruppenhomomorphismus.

iv) Ist G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe, fiir die die Exponential-
abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist, so ist G Abelsch.

Beispiele i) Wir betrachten die Lie-Gruppe (R",+). In diesem Fall ist die
Lie-Algebra die triviale Lie-Algebra R™ und ist die Exponentialabbildung
von der Identitdt gegeben.

ii) Wir betrachten die Gruppe(GL(n,R),+). Sei gl(n,R) der reeller
Vektorraum M (n x n,R). Die Lie-Klammer sei von [4,B]=A-B—-B-A
gegeben. Dann ist gl(n,R) die Lie-Algebra von GL(n,R).

Fiir A € gl(n,R) konvergiert die Summe > 72, Ak—f und gilt

exp(A) = Z R

k=0

Es kann auch bewiesen werden, dass

det(exp(A)) = T4,



1.3.3 Strukturkonstanten fiir die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

Bemerkung Es sei G eine endlich-dimensionale Lie-Gruppe, sei g = T.G
ihre Lie-Algebra. Es sei {E1,...,E,} eine Basis von g. Setze (X;), =
(Lg)s,e(£;). Dann:

i) X; € X(G) und in jedem Punkt g € G ist {(X1)g,...,(Xn)y} eine
Basis von T,G.

ii) Aus i) folgt, dass Abbildungen c/);l, : G — K existieren, so dass
(X, X)) = cﬁVX A- Es gilt, dass cf‘w konstant sind, d.h. unabhingig von
g €G.

1.3.4 Die kanonische Form einer Lie-Gruppe. Die Maurer-
Cartan Gleichung

Zunéchst geben wir die folgende Definition (vgl. [KN, S. 8]):

Definition 1.3.9 Es sei N eine Mannigfaltigkeit, es sei V' ein Vektorraum.
Eine V-wertige r-Form w auf N ist eine Zuordnung: jedem p € N ordnet
man eine schief-symmetrische, r-lineare Abbildung zu:

wp TN x ... xT,N — V.

Bezeichnung Wir werden den Raum der differenzierbaren V-wertigen -
Formen auf N mit A"(N, V) bezeichnen.

Bemerkung Es sei {ey, ... e} eine Basis von V. Dann kann eine V-wertige
r-Form w eindeutig geschrieben werden als:

w:ij-ej, w? € A"(N).
j=1

Definition 1.3.10 FEs seien G eine Lie-Gruppe, V ein Vektorraum. Eine
differenzierbare V -wertige Form w heisst linksinvariant falls fir alle a in
G gilt (Lg)*w = w.

Bemerkungen Es seien nun G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra.

i) Der Raum g* aller links-invarianten 1-Formen auf G ist zu g dual: fiir
A € g und w € g* ist die Funktion w(A) konstant auf G.

ii) Fiir w links-invariant ist auch dw linksinvariant.

Man erhélt, dass fir alle A, B € g, w € g* die folgende Gleichheit (die
Maurer-Cartan Gleichung) gilt [KN, S. 41]:
1
dw(A, B) = —iw([A,B]). (1.2)

Definition 1.3.11 FEs seien G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Die
kanonische 1-Form von G ist die eindeutig bestimmte linksinvariante g-
wertige 1-Form 0, so dass fir alle A in g gilt 6(A) = A.



Bemerkungen Es seien {F1, ..., E,} eine Basis von g, c?k die entsprechen-
den Strukturkonstanten, und 6',...,0" so dass § = > ; 'E;. Dann [KN,
S. 41]:

i) Die Formen 6!, ... 0" bilden eine Basis des Raums der linksinvarianten
reellen 1-Formen auf G, die zu {Ey, ..., E,} dual ist.

ii) Die Maurer-Cartan Gleichung wird:

. 1
dal:_§ > kb7 AR, (i=1,...,n).
Gik=1

1.4 Homomorphismen von Lie-Gruppen und Lie-
Algebren

Definition 1.4.1 i) Es seien G, G’ Lie-Gruppen. Ein Homomorphis-
mus von Lie-Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G', der
zugleich differenzierbar ist. FEin Isomorphismus von Lie-Gruppen ist
ein Isomorphismus von Gruppen, der zugleich ein Diffeomorphismus ist.

ii) Es seien L, L’ Lie-Algebren iber K. FEin Homomorphismus von
Lie-Algebren ist eine K-lineare Abbildung p : L — L', die die Lie-Klammern
erhdlt. FEin Isomorphismus von Lie-Algebren ist ein bijektiver Lie-
Algebra-Homomorphismus.

Proposition 1.4.2 [HN, S. 206], [FH, S. 119] Es seien G und H Lie-Gruppen
und seien g bzw. § die entsprechenden Lie-Algebren.
i) Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Lie-Gruppen. Dann in-

duziert ¢ einen Homomorphismus von Lie-Algebren Lie¢ : g — b, definiert
durch:

Lie ¢ == ¢,

Man hat ¢ o exps = expy oLieg.

ii) Nehme an, G sei einfach zusammenhdngend. Dann gibt es zu jedem
Lie-Algebra-Homomorphismus p : @ — b einen eindeutig bestimmten Lie-
Gruppen-Homomorphismus ¢ : G — H, so dass p = Lie ¢.

Beispiel Wir betrachten det : GL(n,R) — R*. Dann Lie(det) : gl(n,R) —
R ist von Liedet(A) = Tr(A) gegeben.

1.5 Lie-Untergruppen und Lie-Unteralgebren

Definition 1.5.1 i) Es sei G eine Lie-Gruppe. Fine Lie-Untergruppe
H von G ist von einem injektiven Homomorphismus von Lie-Gruppen ¢ :
H — G gegeben.

ii) Es sei G eine Lie-Gruppe. Fine abstrakte Lie-Untergruppe von
G ist eine algebraische Untergruppe H von G.

iii) Fs sei L eine Lie-Algebra. Eine Lie-Unteralgebra L' von L ist von
einem injektiven Homomorphismus von Lie-Algebren F : L' — L gegeben.
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Bemerkung Eine abstrakte Lie-Untergruppe, die Untermannigfaltigkeit ist,
wird eine Lie-Gruppe.

Proposition 1.5.2 [BD, S. 28] Es sei G eine Lie-Gruppe. Eine abstrakte
Lie-Untergrupe H von G ist eine Untermannigfaltigkeit von G genau dann
wenn H abgeschlossen in G ist.

Proposition 1.5.3 [BD, S. 35| Es seien G eine Lie-Gruppe, N C G ein
Normalteiler, der abgeschlossen in G ist. Dann wird G/N auf kanonische
Weise eine Lie-Gruppe.

Bemerkung In [Sch, S. 379] kann man ein Beispiel einer Lie-Untergruppe,
die nicht abgeschlossen in G und keine Untermannigfaltigkeit von G ist,
finden.

Proposition 1.5.4 [BD| Es sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus
zwischen den Lie-Gruppen G, H, der stetig als Abbildung zwischen den Man-
nigfaltigkeiten G und H ist. Dann ist f auch differenzierbar, d.h. ein
Lie-Gruppen Homomorphismus.

Bemerkungen i) Es gibt eine 1:1-Korrespondenz zwischen den
zusammenhangenden Lie-Untergruppen von GG und den Lie-Unteralgebren
ihrer Lie-Algebra g [KN, S. 40].

ii) Es sei G eine Lie-Untergruppe von GL(n, R) und sei g die Lie-Algebra
von G. Aus Prop. 1.4.2 folgt, dass fiir alle X, Y € ggilt [X,Y] = X-Y-Y-X.

1.6 Weitere Beispiele von Lie-Gruppen und Lie-
Algebren
Mit den Resultaten in dem Abschnitt 1.5 (Prop. 1.5.2 und 1.5.3) kann man
weitere Beispiele von Lie-Gruppen angeben.
A. Matrixgruppen

Eine Matrixgruppe ist eine abgeschlossene Untergruppe von GL(n, C).
Man hat als Beispiele SL(n,C), GL(n,R), SL(n,R), O(n), SO(n), U(n),
SU(n). Die Gruppe U(1) wird auch S! bezeichnet.

B. Quotiente

Man hat die folgenden Beispiele: PGL(n, C) := GL(n,C) /¢, PGL(n, R) :=
GL(n,R) /g+, PU(n) := U(n)/g1. Weitere Beispiele sind die Tori: fiir n > 1

betrachtet man das n-dimensionale Torus
n n
T, :=R"/pn ~ (R/Z) ~ (Sl) :

Man hat die folgende Resultate:
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Proposition 1.6.1 [BD, S. 25] Jede zusammenhdngende Abelsche Lie-Gruppe
G ist isomorph zu einem Produkt von Tori und einem Vektorraum RS.

Proposition 1.6.2 [BD, S. 25] Jede kompakte Abelsche Lie-Gruppe G ist
isomorph zum Produkt von Tori und einer endlichen Abelschen Gruppe.

1.7 Darstellungen von Gruppen und Algebren. Die
adjungierte Darstellung

Definition 1.7.1 Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

i) Eine Darstellung einer Lie-Gruppe G in V ist ein Homomorphis-
mus von Lie-Gruppen ¢ : G — GL(V).

ii) Eine Darstellung einer Lie-Algebra g in V ist ein Homomorphis-
mus von Lie-Algebren p: g — EndV.

Proposition 1.7.2 (Satz von Ado) [HN, S. 172], [FH, S. 500] Jede endlich
dimensionale K-Lie-Algebra besitzt eine injektive Darstellung.

Proposition 1.7.3 [Sch, S. 379f], [HN, S. 47]

i) Jede endlich-dimensionale Lie-Algebra ist isomorph zu einer Lie- Unteralgebra
von gl(n,C), fir ein geeignetes n.

ii) Jede endlich-dimensionale Lie-Algebra ist isomorph zur Lie-Algebra
einer Lie-Gruppe.

Es sei G eine Lie-Gruppe, g ihre Lie-Algebra. Fiir g € G definiert man
den inneren Automorphismus

Ad,: G — G, Ady(z):=g-z-g "
Der induziert Ad : G — Aut(G). Man erhélt eine Abbildung
adg : g — g, adg := (Adg)se-
Die adjungierte Darstellung von G ist:
ad: G — GL(g);  ad(g) := ady,

und die induziert, geméss Prop. 1.4.2, die adjungierte Darstellung von
g
ad: g — gl(g), ad := (ad)se.

Proposition 1.7.4 [Bl, S. 20| Es sei G eine Lie-Gruppe und es sei g ihre
Lie-Algebra. Dann gilt fir alle A, B € g:

2
~ Osot

Proposition 1.7.5 FEs sei G eine Matrizgruppe und es sei g ihre Lie-Algebra.
Dann ist ady : g — @ durch ady(A) = gAg™' gegeben.

ad(A)(B) (exp (£A) exp (sB) exp (—tA)) |y.—0 = [A, B].

12



Kapitel 2

Prinzipalbiindel und
assoziierte Bundel

2.1 Operationen von Lie-Gruppen

Am Anfang dieses Kapitels definiert man den Begriff der Operation einer
Lie-Gruppe auf einer Mannigfaltigkeit.

Definition 2.1.1 Es seien G eine Lie-Gruppe und @ eine Mannigfaltigkeit.
i) Eine Rechtsoperation der Lie-Gruppe G auf @Q ist eine differenzierbare
Zuordnung Q X G — Q, (q,9) — q- g, so dass fir alle g in Q und g,h in G
die folgende Bedingung erfillt ist:

q-(gh)=1(q-g)-h,

so dass q-e = q fir alle ¢ € Q gilt, und so dass fiir jedes g € G die Abbildung
R, :Q — Q, Ry(q) :=q- g ein Diffeomorphismus ist.

ii) Eine Operation heisst effektiv, wenn aus q-g = q fiir alle ¢ € Q, die
Bedingung g = e folgt.

iit) Fine Operation heisst frei, wenn aus q - g = q fiir mindestens ein
q € Q die Bedingung g = e folgt.

iv) Fine Operation heisst transitiv, wenn es fir alle q1,q2 € Q ein
g€ G mitq -g=qy gibt.

Bemerkungen
i) Jede freie Operation ist effektiv.
ii) Man kann dhnlich den Begriff von Linksoperation definieren.

Es sei G eine Lie-Gruppe, die auf der Mannigfaltigkeit () operiert. Fiir
A € g sei
FA#) R — G, () == exp(tA).

Es sei nun ¢ € @ fest und betrachte die Kurve o auf ), definiert durch

ag R = Q, ay(t) :=q-+(1).
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Definiere

* d _ A i
A% = (ag)o (d|> — (g0 (d|) |

Es kann gezeigt werden, dass fiir A € g die Zuordnung g — A7 differenzier-
bar ist. Somit hat man eine Abbildung ¢ : g — X(Q), A — A* definiert.
Die folgende Proposition beschreibt die Eigenschaften dieser Abbildung.

Proposition 2.1.2 [KN, S. 42] Es sei G eine Lie-Gruppe, die auf der Man-
nigfaltigkeit Q) von rechts operiert.

i) Die Abbildung o ist ein Lie-Algebra Homomorphismus.

ii) Wenn G frei auf Q operiert, so ist, fur alle A in g die nicht null sind,
o(A) nirgends verschwindend auf Q.

ii1) Wenn G effektiv auf @ operiert, so ist o ein injektiver Lie-Algebra
Homomorphismus.

Wir geben nun zwei Begriffe, die mit einer Operation einer Lie-Gruppe
assoziiert sind: die Bahn und die Standgruppe eines Punktes.

Definition 2.1.3 Es seien G eine Lie-Gruppe, die auf der Mannigfaltigkeit
Q operiert. Wir betrachten q in Q.
i) Die Bahn von q ist die Teilmenge qG von Q definiert als:

Bahn(q) :=={q-g|g € G}.

ii) Die Standgruppe von q ist die Untergruppe von G definiert durch:

Iso(q) :={9€G|q-g=q}

Bemerkungen i) Wenn die Operation von G auf @ transitiv ist, so ist fiir
alle ¢ in @ die Bahn von ¢ gleich Q.

ii) Die Einschrankung der Operation von G auf jeder Bahn liefert eine
transitive Operation.

iii) Wenn die Operation von G auf @ frei ist, so ist fiir alle ¢ in @ die
Standgruppe Iso(q) gleich {e}.

iv) Fiir ¢ in @ ist die Standgruppe Iso(q) eine Lie-Untergruppe von G.

Fiir Beispiele und weitere Bemerkungen, siehe [Na, S. 180-183].

2.2 Prinzipalbiindel

2.2.1 Definition der Prinzipalbiindel

Definition 2.2.1 FEin Prinzipalbiindel uber einer Mannigfaltigkeit M mit
Strukturgruppe G ist eine Mannigfaltigkeit P, so dass die folgende Bedingun-
gen erfillt sind:

i) es gibt eine freie Rechtsoperation von G auf P, und fir alle g € G ist
R, : P — P ein Diffeomorphismus,
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ii) M ist der Quotientraum von P definiert von der Aquivalenzrelation
modulo G, d.h. M=P/q, und die Projektionabbildung © : P — M ist
differenzierbar,

ii1) P ist lokal trivial, d.h. jeder Punkt x von M besitzt eine Umgebung
U, so dass es einen Diffeomorphismus

n:m H(U) = Ux G, nu) = (7(u), ¢(w))
gibt, wobei ¢ : 71 (U) — G die Figenschaft

p(u-g) = (¢p(u))g, Yuer'(U), g€G
erfillt.

Als Bezeichnung schreibt man P(M, G). Man nennt P den Totalraum,
M die Basismannigfaltigkeit, G die Strukturgruppe und 7 die Pro-
jektion des Prinzipalbiindels. Fiir alle € M ist die Menge 7 !(z) eine
abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von P, die der Faser iiber x gennant
wird.

Jede Faser ist diffeomorph zu G. Es gibt aber keine kanonische Identi-
fizierung zwischen G und einer gegebenen Faser 71 (z), also keine natiirliche
Gruppenstruktur auf 7=1(x).

2.2.2 ﬂ'bergangsfunktionen

Nun wird man ein Prinzipalbiindel lokal studieren. Die Ubergangsfunktionen
werden eingefithrt und es wird gezeigt, dass ein Prinzipalbiindel zu geben,
dquivalent ist, die Ubergangsfunktionen zu geben.

Bemerkung 2.2.2 Aus Def. 2.2.1 folgt, dass es eine offene Uberdeckung
(Ua)a von M existiert, so dass es fir jedes a einen Diffeomorphismus gibt:

o 7 ' (Ua) = Ua x G, 1alu) = (m(u), da(u)),
mit ¢a(u - g) = (¢a(u))g.
Lemma 2.2.3 Firu € = YUy, NUp), g € G gilt:
$p(u- g)(Palu-9) ™" = dp(u)(dalu) .

Aus dem Lemma folgt, dass ¢g(u)(¢pa(u))™! nur von m(u) abhinght.
Somit kann man die folgende Definition geben:

Definition 2.2.4 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und es sei (Uq)q €ine
offene Uberdeckung von M, wie in Bem. 2.2.2. Fir o, € A mit U,NUg # ()
definiere die Abbildung

wﬁa U N Ug — G, wﬂa(ﬂ'(u)) = (bﬁ(u)(éa(u))il'

Die Abbildungen (V3q)3,o heissen die ﬁbergang§funktionen des Prinzi-
palbiindels P(M,G) beziiglich der offenen Uberdeckung (U,)a.
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Die folgende Propositionen zeigen, dass ein Prinzipalbiindel zu geben,
aquivalent ist, den Ubergangsfunktionen zu geben.

Proposition 2.2.5 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und es sei (Uq)a
eine offene Uberdeckung von M, wie in Bem. 2.2.2. Fir alle a, 08,7 € A
mit Uo NUg NU,, # 0 und fiir alle x € Uy, N Ug N U, gilt:

¢'ya($) = ¢Wﬁ($)¢ﬁa(x)' (2'1)

Proposition 2.2.6 [KN, S. 52] Es seien G eine Lie-Gruppe, M eine Man-
nigfaltigkeit und (Uy)q eine offene Uberdeckung von M. Man setzt voraus,
dass fir alle o, 3 mit U,NUg # O eine Abbildung v, : UaNUg — G gegeben
ist, so dass die Bedingungen von Prop. 2.2.5 erfillt sind. Dann gibt es ein
Prinzipalbiindel P(M,G), so dass die Ubergangsfunktionen dieses Biindels
beziiglich der Uberdeckung (Uy)a genau die Funktionen (V8a)8,a sind.

2.2.3 Homomorphismen, Unterbiindel, Pull-Back

Definition 2.2.7 Es seien P(M,G) und P'(M',G’") Prinzipalbiindel und
sei o : G' — G ein Lie-Gruppen-Homomorphismus.

i) Ein Homomorphismus vom Typ ¢ von P'(M',G') nach P(M,QG)
ist eine Abbildung f : P' — P, so dass fiir alle ' € P', g € G’ gilt:

f' g = f) o).

i) Ein Homomorphismus f : P'(M',G") — P(M,G) vom Typ ¢ heisst
eine Einbettung, wenn f : P’ — P eine Einbettung ist und ¢ : G' — G
ein injektiver Lie-Gruppen-Homomorphismus ist.

iii) Es sei f : P(M',G") — P(M,QG) eine Einbettung. Man kann P’
mit f(P"), G' mit o(G'), und M’ mit f(M') identifizieren. Nach dieser
Identifizierung sagt man, dass P'(M',G') ein Unterbiindel von P(M,G)
18t.

Bemerkung Ein Homomorphismus f : P'(M’,G') — P(M,G) bildet die
Elementen einer Faser auf derselben Faser ab und somit induziert eine Ab-
bildung, (auch mit f bezeichnet) f: M’ — M.

Proposition 2.2.8 [KN, S. 60] Es sei P(M, Q) ein Prinzipalbindel und es
sei f: N — M eine differenzierbare Abbildung. Dann gibt es ein eindeutig
(bis auf Isomorphie) bestimmtes Prinzipalbindel Q(N,G) und einen Homo-
morphismus f: Q — P vom Typ idg, der f : N — M induziert.

Das Biindel, das in Prop. 2.2.8 konstruiert wurde, heisst induziertes
Biindel (oder Pull-Back), es wird mit f*P bezeichnet.
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2.2.4 Reduktion der Strukturgruppe

Definition 2.2.9 i) Eine Einbettung f : P'(M,G") — P(M,Q), fir die
die induzierte Abbildung f : M — M die Identitdt von M 1ist, heisst eine
Reduktion der Strukturgruppe G von P(M,G) zu G'. Das Unterbiindel
P'(M,G’) heisst ein reduziertes Biindel.

ii) Es sei P(M,G) ein Prinzipalbindel und sei G' eine Lie-Untergruppe
von G. Die Strukturgruppe G ist reduzibel zu G’, wenn es ein reduziertes
Bindel P'(M,G') existiert.

Bemerkung Im allgemeinen verlingt man nicht, dass die Untergruppe G’
abgeschlossen in G ist.

Das folge]gde Resultat beschreibt die Reduktion der Strukturgruppe in
Termen von Ubergangsfunktionen.

Proposition 2.2.10 [KN, S. 53] Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel. Die
Strukturgruppe G kann auf einer abgeschlossenen Untergruppe G’ reduziert
werden, genau dann wenn es eine offene Uberdeckung (Ua)a von M gibt, mit
Ubergangsfunktionen (V8a)p.a die G'-wertig sind.

2.2.5 Fundamentalvektorfeld

Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel. Die Operation von G auf P induziert,
geméss Prop. 2.1.2 1), einen Lie-Algebra Homomorphismus o : g — X(P).
Fiir A in g heisst das Vektorfeld A* das Fundamentalvektorfeld induziert
von A. Die Operation von G bildet jede Faser auf sich selbst ab; es folgt,
dass fiir w in P, A} tangent zu der Faser ist.

Die Operation von G ist frei, deshalb ist, fiir A # 0, das Vektorfeld
A* niergends verschwienend auf P (Prop. 2.1.2 ii)). Anderseits, ist die
Dimension der Faser gleich der Dimension von g und somit, fiir p € P ist
die Abbildung g — T},PP, A +— Aj ein linearer Isomorphismus.

2.3 Assoziierte Biuindel

Es sei P(M, G) ein Prinzipalbiindel. Wir nehmen an, dass G auf einer Man-
nigfaltigkeit F' von links operiert. Wir werden ein assoziiertes Faserbiindel
mit Standardfaser F' konstruieren.

Wir definieren zunéchst eine Operation von G auf P x F', durch

. f)-g— - 9,97" f)

Man betrachtet nun eine Aquivalenzrelation ~¢g auf Px F: (p, f) ~a¢ (0, f')
genau dann wenn es ein g € G gibt, so dass (p, f) - g = (¢/, f/). Man setzt
nun:

E::PXF/NG.
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Dieser Quotient wird manchmal mit Px ¢ F bezeichnet und die Aquivalenzklasse
von (p, f) wird mit [p, f] bezeichnet. Die kanonische Abbildung

PxF—=M,  (p,f)—m7(p)

induziert eine Abbildung 7g : E — M, ng([p, f]) :== 7(p), die die Projek-
tion des assoziierten Biindels F genennt wird. Fiir x € M heisst die Menge
7' (z) die Faser von E iiber z.

Nun wird eine differenzierbare Struktur auf £ definiert. Dafiir betrachtet
man x € M und U eine Umgebung von z, so dass man einen Isomorphismus

n=(m¢): 7 Y U)—-UxG

wie in Def. 2.2.1iii) hat. Dann induziert 7 eine Bijektion ng : 75" (U) — U x
F. Wir fiihren eine differenzierbare Struktur in E ein, so dass WEI(U ) eine
offene Untermannigfaltigkeit von F ist, und ng ein Diffeomorphismus wird.
Auf diese Weise wird die Projektion g eine differenzierbare Abbildung von
FE nach M.

Wir nennen E(M, F,G, P) das Faserbiindel iiber der Basis Man-
nigfaltigkeit M mit Standardfaser F', Strukturgruppe G, das zum
Prinzipalbiindel P assoziiert wird.

Ein assoziiertes Biindel, dessen Faser ein KK-Vektorraum ist, heisst Vek-
torbiindel.

Die nachste Proposition zeigt, dass jedes Element p des Prinzipalbiindels
liefert einen Diffeomorphismus von der Standardfaser zu der Faser iiber

mg (m(p)).

Proposition 2.3.1 FEssei E(M, F,G, P) ein (zu P assoziiertes) Faserbindel.
Dann entspricht jedem Element p € P einen Diffeomorphismus oy : F —

75 () (wobei x = m(p)), so dass gilt: ap(g- f) = apg(f).

Nun fithren wir den Begriff des Automorphismus einer Faser ein und
wir geben eine Proposition, die die Gruppe von solchen Automorphismen
beschreibt.

Definition 2.3.2 FEs sei E(M, F,G, P) ein (zu P assoziiertes) Faserbindel,
es seien x,y € M.
i) Ein Isomorphismus von der Faser 7,'(r) zu der Faser 7' (y)
ist ein Diffeomorphismus der Form ay ooy, wobeir € w1 (y), p € m 1 (x).
ii) Bin Automorphismus der Faser 7j'(z) ist ein Isomorphismus
von T (x) nach sich selbst.

Proposition 2.3.3 Es sei E(M, F,G, P) ein (zu P assoziiertes) Faserbiindel,
es sei x € M. Dann bilden die Automorphismen der Faser ng(x) eine
Gruppe, die zu G isomorph ist.

18



2.4 Beispiele von Prinzipalbiindel und von assozi-
ierten Biindel

1) Das triviale Biindel M x G.

2) Man betrachtet eine Lie-Gruppe G und H eine abgeschlossene Unter-
gruppe von G, die kanonisch auf G operiert. Somit erhélt man ein Prinzi-
palbiindel iiber der Mannigfaltigkeit G/ H, mit Strukturgruppe H, dessen
Totalraum G ist.

3) Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und sei H eine abgeschlossene Un-
tergruppe von G. Dann operiert G auf G /H von links und man erhélt ein
assoziiertes Faserbiindel E(M,G /g, G, P) [KN, S. 57].

4) Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel, V' ein Vektorraum und p : G —
GL(V) eine Darstellung von G (d.h. G operiert auf V). Dann kann man ein
Vektorbiindel, das mit P x, V' bezeichnet wird, konstruieren.

5) Ein spezielles Beispiel ist das Prinzipalbiindel L(M) von linearen Rah-
men einer Mannigfaltigkeit M [KN, S. 55f], dessen Strukturgruppe GL(n, R)
ist. Wenn man die kanonische Operation von GL(n, R) auf R" betrachet und
das assoziiertes Vektorbiindel bildet, so erhalt man das Tangentenbiindel
TM. Man kann &hnlich Tensorbiindel konstruieren [KN, S. 56].

Bemerkung 2.4.1 [KN, S. 60] Jede Reduktion der Strukturgruppe des
Biindels L(M) von GL(n,R) nach O(n) liefert eine Riemannsche Metrik auf
M. Umgekehrt: gegeben sei eine Riemannsche Metrik g auf M, so kann ein
reduziertes Biindel von L(M) mit Strukturgruppe O(n) konstruiert werden.

2.5 Schnitte

Definition 2.5.1 Es seien M, M’ Mannigfaltigkeiten, A C M. FEine Ab-
bildung f : A — M heisst differenzierbar wenn fiir alle x € A eine offene
Umgebung U, von x und eine differenzierbare Abbildung f, : U, — M’
existieren, so dass

f|UzmA = leUzmA'

Definition 2.5.2 Es sei E(M, F,G, P) ein (zu P assoziiertes) Faserbiindel
und sei A C M.

i) Fin Schnitt auf A ist eine differenzierbare Abbildung o : A — E, so
dass mg oo = idy.

ii) Ein globaler Schnitt in E ist ein Schnitt, der auf der ganzen Man-
nigfaltigkeit M definiert wird.

Nun wollen wir, in den néachsten drei Propositionen, die Existenz der
globalen Schnitten in drei Falle beschreiben: fiir Prinzipalbiindel, fiir ein
Biindel der Form E(M,G/f1.G. P) und fiir Vektorbiindel.
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Proposition 2.5.3 [KN, S. 57| Ein Prinzipalbiindel P(M,G) besitzt einen
globalen Schnitt genau dann wenn es einen Isomorphismus vom Typ idg,
der idps : M — M induziert, zwischen P und dem trivialen Bindel M x G
gibt.

Proposition 2.5.4 [KN, S. 57f] Es set P(M,G) ein Prinzipalbindel und sei
H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Die Strukturgruppe von P(M, Q)
st reduzibel zu H genau dann wenn das assoziierte Bundel

E(M,G/H,G, P) einen Globalschnitt besitzt.

Proposition 2.5.5 [KN, S. 58] Es sei E(M, F,G, P) ein (zu P assoziiertes)
Faserbiindel, so dass F zu einem Euklidischen Raum R™ diffeomorph ist. Es
sei A C M eine abgeschlossene Teilmenge (A kann auch leer sein). Dann
kann jeder Schnitt o : A — E zu einem globalen Schnitt o' : M — E
fortgesetzt werden.

Insbesondere, besitzt jedes Vektorbindel einen globalen Schnitt.

Bemerkung Der Quotient GL(n, R) / O(n) ist zu einem Euklidischen Raum
der Dimension %n(n + 1) diffeomorph [KN, S. 59]. Aus Prop. 2.5.5, Prop.
2.5.4, Bem. 2.4.1 kann man schliessen, dass jede Mannigfaltigkeit eine Rie-
mannsche Metrik besitzt.
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Kapitel 3

Zusammenhange.
Krummung

3.1 Zusammenhange in Prinzipalbiindel

3.1.1 Definition. Zusammenhangsform. Eich-Potentialen

Bezeichnungen Es seien M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, G eine
Lie-Gruppe und P(M,G) ein Prinzipalbiindel. Fiir p in P werden wir mit
T, P den Tangentraum von P und mit V,, den Unterraum von T, P, der aus
Tangentialvektoren zu der Faser durch p besteht, bezeichnen.

Definition 3.1.1 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbindel. Ein Zusammen-
hang in P ist eine Zuordnung, die zu jedem Punkt p in P einen Unterraum
Hy, von T, P assoziiert, so dass gilt:

i) T,P =V, ® Hp,

ii) Hp.g = (Rg)sp(Hp), fir allep € P und g € G,

i) Hy, hingt differenzierbar von p ab.

Wir nennen V), den vertikalen Unterraum und H, den horizon-
talen Unterraum des Zusammenhangs. Nach i) kann der Vektor w € T, P
eindeutig als w = wy + wpy geschrieben werden. Man nennt wy (bzw. wg)
die vertikale (bzw. die horizontale) Komponente von w.
Bemerkungen 1) Die Bedingung ii) verlangt, dass die Distribution p — H,
G-invariant ist und die Bedingung iii) behauptet, dass diese Distribution
differenzierbar ist.

2) Es gilt s p(Hp) = Ty M.

Bezeichnung Wir werden den Raum der Zusammenhénge in P mit A(P)
bezeichnen.

Einem Zusammenhang I' in P ordnet man eine g-wertige 1-Form auf
P zu: ein Element A € g induziert das Fundamentalvektorfeld A* auf P
und die Abbildung g — V},, A — (A*), ist ein linearer Isomorphismus. Fiir
w € TP definieren wir wr(w) als das eindeutig bestimmtes Element A € g,
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so dass (A*), = wy. Es gilt:
Vo ={w € TpP|m, p(w) = 0},
Hy = {w € T,P|w), (w) = 0}.

Definition 3.1.2 Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel und T’ ein Zusam-
menhang in P. Die 1-Form wr heisst die Zusammenhangsform von I'.

Nun werden wir die Eigenschaften einer Zusammenhangsform studieren.
Wir wollen auch zeigen, dass einer gegebenen 1-Form, die diese Eigen-
schaften erfillt, ein eindeutig bestimmter Zusammenhang zugeordnet wer-
den kann.

Proposition 3.1.3 (Zusammenhangsform) [KN, S. 64], [Bl, S. 31] Es
sei P(M,G) ein Prinzipalbindel und es sei I' ein Zusammenhang in P.
Dann erfillt die Zusammenhangsform wr die folgende Eigenschaften:

i) wrp(Ay) = A, fir alle A € g,

i) wr pg((Rg)wpXp) = ad(g71) -wr p(X,), fiir alle g € G und X € X(P).
(Man schreibt das kurz: (Ry)*wr = ad(g~')wr.)

Umgekehrt: es sei w eine g-wertige 1-Form auf P, die die Figenschaften
i) und i) erfillt. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Zusammenhang
I' mit w=wr.

Bemerkung Wir werden diese Identifizierung stillschweigend verwenden:
der Raum der Zusammenhangsformen wird deshalb mit A(P) identifiziert.

Nun geben wir den Begriff von horizontalen Liftung.

Definition 3.1.4 Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel und I' € A(P).
Die horizontale Liftung eines Vektorfeldes X € X(M) ist das ein-
deutig bestimmte horizontale Vektorfeld X* € X(P), so dass fiir alle p € P
die Gleichheit . ,(X}) = Xy () erfillt ist.

Proposition 3.1.5 [KN, S. 65] Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel, I €
A(P), X € X(M). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte horizontale
Liftung X* von X. Diese Liftung ist fir alle ¢ € G Rg-invariant (d.h.
(Ry).(XP) = XP).

Umgekehrt, ist jedes horizontales Vektofeld, dass fiir alle g Ry-invariant
ist, die horizontale Liftung eines Vektofeldes auf M.

Um die Zusammenhangsform lokal zu beschreiben, werden wir die Zusam-
menhangsform durch eine Familie von 1-Formen (jede von ihnen definiert
auf einer offenen Teilmenge von M) angeben. Dafiir sei (z!,...,2") ein
Koordinatensystem auf einer Koordinatenumgebung U von M. Man fiihrt
die Vektorfelder X; := a?ni ein (i =1,...,n). Es sei Xf die horizontale Lif-
tung in 771(U) von X;. Die Familie (Xlﬁ7 ..., X! ist eine lokale Basis der

Distribution p — H,,.
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Es seien (Uy)q eine offene Uberdeckung von M wie in Bem. 2.2.2, 5 =
(7, ¢a) : T 1(Us) — Uy x G die entsprechenden Isomorphismen und seien
Yop : UaNUg — G die Ubergangsfunktionen (vgl. Kap. 2).

Fiir jedes « definiere einen Schnitt auf U,:

0q :Uy — P, oo(z) = 7’];1(56,6),
und fiihre die g-wertige 1-Form w, auf U, ein:
Wo 1= Oaw.

Proposition 3.1.6 (Eichpotentiale) [KN, S. 66], [Bl, S. 32] Es seien
P(M,Q) ein Prinzipalbindel, I' € A(P). Betrachte (Uy)a, Yap und wq,
wie oben. Betrachte o, 3 mit Uy, NUg # 0. Dann gilt fir alle v € Uy N Ug,
Y, €T, M:

wsY2) = (Litatn), oy (V). (09) 0 (Yas(@) ™) (wa (V2)).
(3.1)
Umgekehrt: gegeben sei eine Familie von g-wertigen 1-Formen (wq,)
(wo : Uy — AY (U, g), die die Bedingungen (3.1) erfilllt. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Zusammenhangsform w auf P, die lokal die Fam-
ilie (wa)a liefert.

Bemerkung Es sei G eine Lie-Gruppe von Matrizen. In diesem Fall wird
die Bedingung (3.1):

wﬁ(Yx) = waﬂ(x)_l ) dwaﬁ('r)(yx) + waﬁ(x)_l : wa(Yz) : Qbozﬂ(x)'
Beispiele [Na, S. 332-335]

3.2 Krimmung der Zusammenhangen

3.2.1 Die graduierte Algebra der g-wertigen Formen

Um die Kriimmung eines Zusammenhangs zu definieren, brauchen wir ein
Paar Vorbereitungen, iiber der graduierten Algebra der g-wertigen Formen.

Es seien N eine Mannifaltigheit und ¢ eine endlich dimensionale Lie-
Algebra. Wir haben in Kap. 1 den Raum A" (N, g) der g-wertigen differen-
zierbaren Formen vom Grad r auf IV eingefiihrt.

Definition 3.2.1 Es seien N eine Mannigfaltigkeit und g eine endlich di-

mensionale Lie-Algebra.
i) Es seien p € AY(N,g), ¥ € AJ(N,g). Man definiert die Lie-Klammer
von g-wertigen Formen [p, )] € A™(N,g) durch:

1 sgn(o
[0, ) ( X1y s Xigg) = = > (1) oK1y s Xo(iy)s Y Xo(in)s - - - Xoging))-
O'GSH_J'

5!
ii) Es seien A € g und ¢ € AY(N). Man definiert p @ A € A'(N,g)
durch:
((ﬁ & A)(Xl, . ,Xi) = @(Xl, .. ,XZ)A
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Bemerkungen i) Fiir A, B € g und ¢,¢ € AY(N) gilt:
[p®AYve Bl =(pAY)@[A Bl

ii) Es sei { £, ..., Es} eine Basis von g, es seien (¢ 5)a,3,y die entsprechende
Strukturkonstanten. Dann, fiir ¢ € AN, g), v € A/(N,g), gibt es ein-
deutig bestimmte p® € A (N), % € AI(N) (o, 3 =1,...,5), so dass

S S
0= ¢"®FEa, =) ¥ ®Es
a=1

=1
Man hat
S S
[, ] = D (¢* AYP) @ [Eay Egl = Y ) 5(¢* AYP) © E,.
Ol,ﬁzl aﬂ:’Yzl

iii) Wenn G eine Lie-Gruppe von Matrizen ist, so gilt, fiir o € A (N, g), v €
AT(N, g): )
[, ¥l = A= (=) A
Erklarung: ¢ (bzw. 1) sind Matrizen, deren Eintriage R-wertige i (bzw.

j) Formen sind, und ¢ A ¢ wird als Produkt von Matrizen erhalten. Die
Eintrage sind via wedge multipliziert.

Proposition 3.2.2 [Bl, S. 36] Es seien N eine Mannigfaltigkeit und g
eine endlich dimensionale Lie-Algebra. Dann gilt fir ¢ € A'(N,g),¢ €
AI(N,g),p € AK(N, g):

Z) [1/}790] = _(_1)’”[@71/}]7 ) B

i)(=1)*[lp, ¢, p] + (=1)¥ [[p, ), 9] + (=1)""[[3h, pl, ] = 0.

Definition 3.2.3 Es seien N eine Mannigfaltigkeit, g eine endlich dimen-
sionale Lie-Algebra. Sei p € AY(N,g), ¢ =5 _1 ¢*® E,. Man setzt:

dp =Y dp® ® Eq € AT(N, g).
a=1

Proposition 3.2.4 [Bl, S. 36] Es seien N eine Mannigfaltigkeit und g eine
endlich dimensionale Lie-Algebra. Dann gilt fiir o € AY(N,g),v € A7(N,g):

dli, ] = [dp, ] + (—1)"[¢p, de)].

3.2.2 Kriummung eines Zusammenhangs in einem Prinzi-
palbiindel

Definition 3.2.5 Es seien P(M,G) ein Prinzipalbindel und w eine Zusam-
menhangsform. Es sei ¢ € AY(P,g).
i) Definiere oy € AY(P,g) durch

@H(Xla e ,XZ) = SD((Xl)Hy Ceey (Xz)H)



ii) Die dussere kovariante Ableitung von ¢ ist:
D¥¢ = (dp)y € A™L(P, g).
ii1) Die Kriimmung des Zusammenhangs w ist:
0¥ := D*w € A*(P,g).

Proposition 3.2.6 [Bl, S. 39] Es seien P(M,G) ein Prinzipalbindel und w
eine Zusammenhangsform. Fir alle g € G gilt

* (YW —1 w
R:QY = ad(g™!) - Q.

3.2.3 Die Strukturgleichung

Proposition 3.2.7 (Strukturgleichung) [Bl, S. 37], [KN, S. 77] Es sei
P(M,G) ein Prinzipalbiindel und sei w eine Zusammenhangsform. Dann
qgilt:

1
O =dw+ §[w,w]. (3.2)

Bemerkungen i) Fiir Lie-Gruppen von Matrizen wird die Strukturgle-
ichung (3.2)
QY =dw+wAw.

ii) Es sei {E1,..., Es} eine Basis fiir die Lie-Algebra g und seien (Czk)wk’
die Strukturkonstanten von g beziiglich dieser Basis. Dann kénnen w und
Q als

S S
w=> ek, Q= ARE;
=1 =1

geschrieben werden.Die Strukturgleichung (3.2) ist &quivalent zu den folgen-
den Gleichungen:

, 1S
ledw’—i—i Z c}kw]/\wk, i=1,...,s. (3.3)
Ji.k=1

3.2.4 Die Bianchi Gleichung (die homogene Feldgleichung)

Proposition 3.2.8 (Identitit von Bianchi) [Bl, S. 39], [KN, S. 78] Es
seien P(M,G) ein Prinzipalbindel und w eine Zusammenhangsform. Dann
gilt:

A = [0, w), (3.4)
D¥Q¥ = 0. (3.5)

Bemerkung Fiir Matrixgruppen wird die Gleichung (3.4)

dO¥ =QY Aw —w A QY.
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3.2.5 Beschreibung mit Eichpotentialen

Wir betrachten ein Prinzipalbiindel P(M, G) und eine Uberdeckung (Uy)a
wie in Bem. 2.2.2. Es seien (¢)3)q,p die entsprechende Ubergangsfunktionen.
Man hat einer Zusammenhangsform w eine Familie (w, ), zugeordnet (wobei

wa € AY(U,, 8)). Wir setzen:
Oy =00,

Man erhalt die folgenden ”lokalen” Versionen der Strukturgleichung und der
Bianchi Gleichung;:

Proposition 3.2.9 [Bl, S. 39f] Es seien P(M, Q) ein Prinzipalbiindel, (Ua)a
eine offene Uberdeckung wie in Bem. 2.2.2, w eine Zusammenhangsform.
Dann, fir w, und Q, konstruiert wie oben gilt:

1
i) Qp = dwy + i[wa,wa],

i) A% = [Qu, wa).

Proposition 3.2.10 [Bl, S. 40] Es seien P(M, G) ein Prinzipalbiindel, (Uy)q
eine offene Uberdeckung wie in Bem. 2.2.2, w eine Zusammenhangsform.
Es sei (wa)a die entsprechnde Familie von Eichpotentialen. Dann, fir «, 3
mit Uy, NUg # 0 gilt:

Qp(z) = ad(Yap(z) ) - Qa(). (3.6)
Bemerkungen i) Falls G eine Matrixgruppe ist, so wird die Gleichung (3.6)

Qﬁ(x) = ¢aﬁ(x)_lga(x)waﬁ($)'

ii) Unterschied zwischen Abelschen und nicht-Abelschen Theorien

Es sei P(M, G) ein Prinzipalbiindel. Man betrachtet eine offene Uberdeckung
(Ua)a von M, die Eichpotentialen (wq)q und Q4 € A2(Uy, g).

a) Falls G Abelsch ist, erhdlt man, aus (3.6), dass es eine globale 2-Form
Q € A*(M, g) auf M gibt mit Q| = Q.

In diesem Fall erhalt man, aus der Strukturgleichung, dass die Kriimmung
Q“ linear in w ist.

b) Falls G nicht-Abelsch ist, so ist, i.a., Qg # Qq auf U, N Up, und man
kann nicht mehr eine globale 2-Form auf M einfiihren.

In diesem Fall ist die Kriimmung nicht mehr linear in w.
iii) Bedeutung der Kriimmung

Wir haben die kanonische 1-Form 6§ € A'(G,g) eingefithrt. Es gilt die
Maurer-Cartan Gleichung df+ % [0,60] = 0. Die Strukturgleichung Q% = dw+
1

5w, w] gibt uns die folgende Bedeutung fiir die Kriimmung: die zeigt "wie

weit ist w von der Eigenschaft, die Maurer-Cartan Gleichung zu erfiillen”.
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3.2.6 Beispiel (Die Maxwellsche Gleichungen)

Nun werden wir zeigen, dass die erste Maxwellsche Gleichung in (3) eigentlich
die Bianchi Gleichung fiir einen Zusammenhang in einem U(1)-Biindel iiber
dem Minkovskiraum ist. Die zweite Gleichung in (3) wird im Kap. 4 inter-
pretiert.

Wir nehmen als Basismannigfaltigkeit den Raum M := R* und als Struk-
turgruppe G := U(1). Wir betrachten das (triviale) Biindel P(M,G). Es sei
(Ua)a eine offene Uberdeckung von M, es seien die Eichpotentialen (wq)a
und Q, € A%(U,, g).

Man fiihrt ein die Vektorpotentialen A, € A'(U,,R), A, := iw, und
sei F, € A%(U,,R) gegeben durch F, := iQ,. Die Bianchigleichung fiir
Qo wird d2, = 0. Anderseits, ist G Abelsch und erhélt man eine globale
2-Form 2 € A?(M,iR) , und somit eine globale 2-Form F € A?(M,R), fiir
die gilt dF' = 0. Die ist genau die erste Gleichung in (3).

3.3 Zusammenhange und Abbildungen zwischen
Prinzipalbiindeln

Proposition 3.3.1 [KN, S. 79f] Es sei f : P(M',G') — P(M,G) ein Ho-
momorphismus vom Typ ¢, so dass die induzierte Abbildung f : M' — M
ein Diffeomorphismus ist. Es seien I ein Zusammenhang in P’, &' die
entsprechende Zusammenhangsform und Q' ihre Krimmung. Dann:

i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Zusammenhang I in P, so dass die
horizontalen Unterrdume von I werden auf den horizontalen Unterrdume
von I' via f abgebildet.

ii) Es seien w, ) die entsprechenden Zusammenhangsform bzw. Krimmung.
Es gilt:

f*w = SD*,e’wlv f*Qw = (,0*76/9‘0/.

Bemerkungen i) Man sagt f bildet der Zusammenhang T' in dem
Zusammenhang I’ ab.

ii) Speziell: wenn P'(M’,G') ein reduziertes Unterbiindel von P(M,G)
ist, so dass f : M — M gleich idj; ist, sagt man der Zusammenhang I’
sei reduzibel zu dem Zusammenhang I in P’

iii) Ein Automorphismus f eines Biindels P(M, G) heisst ein Automor-
phismus des Zusammmenhangs I' wenn ' durch f nach I' abgebildet
wird. In diesem Fall sagt man auch, dass I' invariant durch f ist.

Proposition 3.3.2 [KN, S. 81f] Es sei f : P(M',G') — P(M,G) ein Ho-
momorphismus vom Typ ¢, wobei ¢ : G' — G ein Gruppenisomorphismus
ist. Es seien I' ein Zusammenhang in P, w die entsprechende Zusammen-
hangsform und Q¥ ihre Krimmung. Dann:

i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Zusammenhang I in P, so dass

die horizontale Unterrdume von I auf den horizontalen Unterrdumen von
I (via f) abgebildet werden.
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ii) Falls w" und Q' die entsprechende Zusammenhangsform (bzw. Krimmung)
sind, so gilt:
f*w = @*,e’wlv f*Qw = @*,e/Qw .

Bemerkungen i) In diesem Fall sagt man, dass " induziert vom I" durch
f ist.
i) Speziell: falls G’ = G und ¢ = idg, so hat man o’ = f*w, Q¥ = f*Q¥.
iii) Es sei P(M,G) gegeben und sei f : M" — M differenzierbar. Man
kann das Pull-back (f*P)(M’, G) konstruieren. Jeder Zusammenhang I' in
P(M,G) induziert einen Zusammenhang in (f*P)(M’, G).

3.4 Zusammenhange in assoziierten Biindel. Re-
duzibilitat der Zusammenhange

Wir haben den Begriff des Zusammmenhangs in einem Prinzipalbiindel
definiert. Nun werden wir assoziierte Biindel betrachten und einen entsprechen-
den Begriff einfiihren.

Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel, I' ein Zusammenhang in P und
E(M, F,G, P) ein assoziiertes Biindel mit Standardfaser F'. Es sei w € E
fest und nehme (p, f) € PxF mit w = [p, f] (vgl. Kap. 2.3). Wir betrachten
nun die Abbildung

a:P— E, a(q) :==[q, f]-

Definiere:

-der vertikale Unterraum V,, ist der Tangentraum zu dem Faser von F
in w.

-der horizontale Unterraum H,, in w ist Hy, := a, ,(H,) (wohldefiniert!).

Bemerkungen i) Die Definition des horizontalen Unterraums H,, ist un-
abhéngig von der Wahl des Punktes (p, f) mit [p, f] = w.
ii) Es gilt: T\wE =V, @ Hy,.

Definition 3.4.1 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und sei E ein assozi-
iertes Bundel. Fin Schnitt o, definiert auf einer offenen Teilmenge U C M,
heisst parallel beziiglich I', wenn fiir alle x € U gilt 04, (T: M) C Hpy(y).-

Die folgende Proposition zeigt eine Beziehung zwischen dem Parallelis-
mus eines Schnittes beziiglich eines Zusammenhangs und die Reduzibilitét
des Zusammenhangs. Es sei dazu erinnert, dass die Existenz eines globalen
Schnittes in dem Biindel E(M,G/H,G, P) (wobei H eine abgeschlossene
Untergruppe von G ist) mit der Reduktibilitdt der Strukturgruppe von
P(M,G) zu H aquivalent ist (Prop. 2.5.4).

Proposition 3.4.2 [KN, S. 88f] Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel und es

sei H eine abgeschlossene Untergrupe von G. Man betrachtet das assoziierte
Biindel E(M,G/f,G,P). Es sei o : M — E ein globaler Schnitt und sei
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Q(M, H) das entsprechende reduzierte Unterbindel. Ein Zusammanhang T’
in P ist zu einem Zusammenhang I in Q reduzierbar, genau dann wenn o
parallel beziiglich T ist.

Man kann die Reduzibilitdat der Zusammenhénge auch in Termen der
Zusammenhangsform beschreiben:

Proposition 3.4.3 Es sei Q(M, H) ein Unterbiindel des Prinzipalbindels
P(M,G). Der Zusammenhang I' € A(P) , definiert von der Zusammen-
hangsform w € AY(P,g) ist zu einem Zusammenhang in Q reduzierbar,
genau dann wenn w), € AYQ,H).

3.5 Konstruktionen und Bezeichnungen

Wir betrachten nun ein Prinzipalbiindel P(M,G) und sei p : G — Aut(F)
eine Operation von G auf einer Mannigfaltigkeit F'. Wir definieren:

C(P;F,p):= {7’ : P — F differenzierbar mit 7(p - g) = p(g_l)(T(p))} .

Bemerkung Es sei P x, I’ das zu P assoziiertes Biindel mit Standardfaser
F. Dann hat man eine kanonische Identifizierung zwischen C(P; F, p) und
dem Raum der Schnitte in P x, F', die gegeben durch:

©:C(P;F,p) = T(P %, F), @(r)(z) = [p,7(p)] mit p € 7" (x)

ist.
Speziell 1) Man betrachtet Ad : G — Aut(G), und erhélt das Biindel
P xaq G, das mit AdP bezeichnet wird. Somit gilt I'(AdP) = C(P; G, Ad).
2) Man betrachtet ad : G — GL(g), und erhélt das Biindel P x,q g, das
mit adP bezeichnet wird. Somit gilt I'(adP) = C(P; g, ad).
3) Wenn F ein Vektorraum ist, so nennen die Physiker die Elementen
des Raumes C(P; F, p) ” Teilchen Felder” (”Particle fields”).

Definition 3.5.1 Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel, p : G — GL(V)
eine Darstellung. Definiere einen Unterraum von A¥(P, V'), der mit A*(P;V, p)
bezeichnet wird, als der Raum der V -wertige k-Formen ¢ auf P, fiir die gilt:

i) Ry = plg™Y) - p, d.h. fir alle X1,..., Xy € T,P hat man

P((Rg)wp(X1),- -, (Rg)up(Xi)) = plg™) - o(X1, ., Xi),
ii) falls ein Vektor von X, ..., Xy vertikal ist, so gilt o(X1,...,X) = 0.
Bemerkungen i) Es gilt: A°(P;V,p) = C(P;V,p). )
ii) Es sei w eine 1-Zusammenhangsform auf P. Dann w ¢ A'(P;g,ad)

(obwohl w € A'(P, g) und w erfiillt i) in Def. 3.5.1), aber Q¥ € A?(P;g,ad).
Nun fithren wir den Begriff der kovarianten Ableitung ein:
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Definition 3.5.2 FEs seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel und p : G — GL(V)
eine Darstellung von G. Fir w € A(P) definiert man

DY : AM(P;V, p) — A*TH(P;V,p), D4 = (dy)u.

Bemerkungen i) [Bl, S. 44f] Die Darstellung p : G — GL(V') induziert die
Abbildung ps.: g — gl(V): fiir A € g,v € V hat man

d
pre(A) () = pexp(tA)(v)),-
Wir schreiben A - v statt pyo(A)(v). Fiir ¢ € A%(P;V, p) hat man:
DY =dy+w-¢ (dh (D*P)(X) = dp(X) + w(X) - (X))

i) Speziell: fiir ad : G — GL(g) gilt D¢ = dy + [w,], Vo €
A°(P; g,ad).

3.6 Der Raum der Zusammenhange

Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel. Der Raum der Zusammenhiige in P
ist A(P). Wir identifizieren stillschweigen einen Zusammenhang mit der
entsprechenden Zusammenhangsform.

3.6.1 Existenz und Fortsetzung der Zusammenhangen

Definition 3.6.1 Wir betrachten ein Prinzipalbiindel P(M,G) und eine
Teilmenge A von M (A kann auch leer sein). FEin Zusammenhang ist
Gber A definiert, wenn fir alle Punkte p € P mit w(p) € A ein Unterraum
H, CT,P gegeben ist, so dass:

i) die Bedingungen i) und ii) der Definition eines Zusammenhangs erfillt
sind,

iii) die Abbildung p — H, ist differenzierbar, d.h. fir alle x € A gibt es
emne offene Umgebung U von x und einen Zusammenhang in P, = (),
so dass der horizontale Unterraum in jedem Punkt p € m=Y(ANU) der
gegebene Raum Hy, ist.

Proposition 3.6.2 [KN, S. 67f] Es sei P(M,G) ein Prinzipalbindel und
es sei A eine abgeschlossene Teilmenge von M. Dann kann jeder Zusam-
menhang der auf A definiert ist, zu einem Zusammenhang in P fortgesetzt
werden.

Korollar 3.6.3 Jedes Prinzipalbiindel besitzt einen Zusammenhang.
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3.6.2 Beschreibung der Raum der Zusammenhange

Nun werden wir zeigen, dass der Raum A(P) ein affiner Raum ist (vgl.
[AB]).

Bezeichnung Fiir den Vektorraum der Schnitte in A'M ® adP werden wir
die folgende Bezeichnung verwenden A'(M,adP) :=T'(A'M ® adP).

Proposition 3.6.4 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel.

i) Es gibt einen linearen Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen
AY(P;g,ad) und A (M,adP).

i) Es gibt eine Operation von A'(P;g,ad) auf A(P), gegeben durch

AY(P;g,ad) x A(P) — A(P), (1,w)—T+w.

Somit wird A(P) ein affiner Raum tiber A'(P;g,ad) und, wegen i), ist
A(P) auch ein affiner Raum iiber A*(M,adP).
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Kapitel 4

Eich-Theorie

4.1 Die Gruppe von Eichtransformationen. Die
Eichalgebra. Die ” Exponentialabbildung”

4.1.1 Die Gruppe von Eichtransformationen

Definition 4.1.1 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbiindel. FEine Eichtrans-
formation ist ein Automorphismus vom Typ idg, der die Abbildung idys :
M — M induziert.

Bemerkungen i) Die Eichtransformationen bilden eine Gruppe, die mit
GA(P) bezeichnet wird.
ii) Fir f € GA(P) gilt: foRy; = Rgo0 f.

Proposition 4.1.2 [Bl, S. 46] Es sei P(M,G) ein Prinzipalbindel. Es gibt
einen kanonischen Isomorphismus

¢ :C(P;G,Ad) — GA(P), O(7)(p) :=p-1(p).

Bemerkungen i) Die Abbildungen R, : P — P sind, i.a., keine Eichtrans-
formationen, denn: Ry(p-¢') =p-(d'9), (Ry(p)) - ¢ =p- (9¢’). Eigentlich
ist R, eine Eichtransformation genau dann wenn g im Zen(G) liegt.

ii) Man betrachtet das triviale Biindel P := M x G. Dann ist fiir jedes
g € G die Abbildung

Ly MxG—MxG, Lyz,4):=(z,99)

eine Eichtransformation.

Die Physiker nennen solche Eichtransformationen global, denn sie hdngen
nicht von z € M ab. Man betrachtet auch lokale Eichtransformationen, der
Form (z,¢’) — (x,h(x)g’), wobei h : M — G.

Solche Eichtransformationen haben Sinn fiir Produktbiindel. Im allge-
meinen gibt es keine natiirliche links-Operation von G auf P, die mit R,
kommutiert.
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iii) Man kann solche Eichtransformationen (wie bei ii)) iiber lokalen Triv-
ialisierungen betrachten. Es gibt Eichtransformationen, die global beziiglich
einer Trivialisierung und lokal beziiglich einer anderen Trivialisierung sind.

In den folgenden Propositionen werden wir zeigen, dass die Gruppe
der Eichtransformationen auf dem Raum der Zusammenhangsformen und
auf den Raumen /le(P;V, p) operiert und wir werden diese Operationen
beschreiben.

Proposition 4.1.3 [Bl, S. 47ff] Es seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel, w €
A(P) und f € GA(P). Wir bezeichnen 7 := ®(f) (vgl. Prop 4.1.2). Dann:
i) f*w € A(P),
1) (F@)p = (L1 )uprty © Top + ad(r(p) ) - .

Proposition 4.1.4 Es seien P(M,G) ein Prinzipalbindel, p : G — GL(V)
eine Darstellung von V. Es sei f € GA(P) und 7 := ®(f) (vgl. Prop.

4.1.2).

i) Man erhdlt Isomorphismen
fro AP Vp) — AR(PyV,p), (k=0,1,2,...).
ii) Bs gilt (f*¢)(p) = p(7(p)™") - ¢(p)-

4.1.2 Die Eichalgebra
Fiir H,H € C(P;g,ad) definiert man

/

[H7H,]:P—>gv [H,H,Kp) = [H(p), H (p)].

Es kann gezeigt werden, dass [H,H'| € C(P;g,ad) [Bl, S. 48]. Somit
folgt, dass C(P;g,ad) hat die Struktur einer Lie-Algebra, die die Eichal-
gebra heisst.

4.1.3 Die ”Exponentialabbildung”

Proposition 4.1.5 Es sei P(M,G) ein Prinzipalbindel. Es gibt eine Ab-
bildung

Exp: C(P;g,ad) — C(P; G, Ad) gegeben durch Exp(H)(p) := exp(H (p)),
so dass

Exp((t +s)H) = Exp(tH)Exp(sH), Vt,se R, H € C(P;g,ad);

& Exp(tH)(p),_, = Hp), YH € O(P;g,ad), pe P
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4.1.4 Infinitesimale Operation

Proposition 4.1.6 [Bl, S. 50] Es seien P(M,G), H € C(P;g,ad).
i) Es sei w € A(P). Dann:

d
a(EXptH)*W\mo =dH + [w,H| = D*H.

d *
%(Expth) Pl = —H - ¢.

4.2 Lagrangians und Eichinvarianz

Zunichst geben wir die Definition des Raumes von 1-Jets:

Definition 4.2.1 Es seien P(M,G) ein Prinzipalbindel, V ein Vektor-
raum. Der Raum von 1-Jets von Abbildungen von P nach V ist:

JP,V):={(p,v,0)|pe P,veV, 0:T,P —V ist linear}.

Nun werden wir die Begriffe von Lagrangian und von G-invariantem
Lagrangian einfiihren.

Definition 4.2.2 FEs seien P(M,G) ein Prinzipalbiindel und p : G — GL(V')
eine Darstellung von G.

i) Ein Lagrangian ist eine Abbildung L : J(P,V) — R, so dass Vg € G,
V(p,v,0) € J(P,V) gilt:

L(p97 p(g_l v, p(g_l) : (9 © (Rg_l)*ﬁﬂ'g) = L(pa v, 0)
ii) Fin Lagrangian L : J(P,V) — R heisst G-invariant, falls Vg € G,
V(p,v,0) € J(P,V) gilt:
L(p, p(g) - v, p(g) - 0) = L(p, v,0).

Bemerkungen [Bl, S. 51 {] i) Betrachte ein Lagrangian L : J(P,V) — R.
Dann gibt es eine wohldefinierte Abbildung

Lo: C(P;V, p) — C(M),

gegeben durch
Lo(¥)(x) = L(p, ¥ (p), dvy),

wobei z € M, p € 7~ 1(x). ("Wohldefiniert” bedeutet Unabhingigkeit von
der Wahl von p in 7=1(z).)

ii) Betrachte ein G-invariantes Lagrangian L : J(P,V) — R. Dann gilt
es nicht unbedingt, dass Ly eichinvariant ist, d.h. es gilt nicht unbedingt,
dass

Lo(f*) = Lo(¥), Vf e GA(P), Vi € C(P;V,p).

Das Problem, dass ein solches L nicht eichinvariant ist, wird mittels kovari-
anter Ableitung gelost. Man erhélt die folgende Proposition:
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Proposition 4.2.3 [Bl, S. 52f] Es seien P(M,G) ein Prinzipalbindel und
p: G — GL(V) eine Darstellung von p.

i) Man betrachtet ein Lagrangian L : J(P,V) — R. Dann gibt es eine
wohldefinierte Abbildung

L:C(P;V,p) x A(P) — C®(M),

gegeben durch
E(wv w)(x) - L(p7 w(p)v wap)7

wobei x € M, p € n71(x).
ii) Man betrachtet ein G-invariantes Lagrangian L : J(P,V) — R. Dann
ist L eichinvariant, d.h. es gilt:

LY, [w) = L(Y,w),  Vf e GAP), ¥V(¥,w) € C(P;V,p) x A(P).

Man nennt £(¢,w) € C>°(M) die Lagrangedichte des Paars (¢,w).
Fiir w € A(P) fest betrachten wir

L:OWP;V,p) = C¥(M),  LYY) = L(,w).

4.3 Lagrangegleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Prinzipalbiindel P(M,G). Wir
nehmen an M sei orientiert und wir betrachten eine Metrik h auf M. Somit
erhalten wir eine Volumenform vol, auf M. Wir bezeichnen mit (—1)¢ das
Vorzeichen der Determinante der Matrix (h(a%i, %))i,j.

Wir werden auch eine Darstellung p : G — GL(V') betrachten, und wir
nehmen an, dass es eine Metrik b auf V gegeben ist, so dass die Darstellung
P B—orthogonal ist (in den Beispielen aus der Physik ist diese Voraussetzung
i.a. erfiillt). Eine solche Metrik gibt es immer, wenn G kompakt ist [Bl, S.
57].

Wir betrachten ein Lagrangian L : J(P,V) — R.

Bezeichnungen i) Fiir U C M schreiben wir U CC M falls U offen ist und
ihr Abschluss U kompakt ist.
ii) Fir ¢ € C(P;V, p) definieren wir den Support von :

supp(¥) := {m(p) € M|¢(p) # 0}.

4.3.1 Lagrangewirkung. Prinzip der minimalen Wirkung

Definition 4.3.1 FEs sei U CC M. Die Wirkung von ¢ € C(P;V,p)
iber U ist:

e /U £ (4)volp.
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Definition 4.3.2 Ein Element ¢ € C(P;V,p) heisst stationér falls fir
alle U CC M und fir alle o € C(P;V, p) mit supp(o) C U gilt:

d ~wW
@EU(w + to-)‘t:(] = O

Man sagt auch, dass ¢ das Prinzip der minimalen Wirkung erfiillt.

Das Ziel dieser Sektion ist zu zeigen, dass ¥ genau dann stationar ist, wenn
1 eine gewisse Gleichung mit partiellen Ableitungen erfillt. Die ist die
Lagrangegleichung.

4.3.2 Konstruktionen und Bezeichnungen

Um diese Lagrangegleichung zu bescreiben sollen wir die kovariante Kodif-
ferential einfiihren.

Die Metrik h, bzw. die Orientierung auf 7,M induziert eine Metrik
Bp bzw. eine Orientierung auf dem horizontalen Unterraum H, C T,P
(wobei p € n71(z)), sodass 7., : H, — T, M eine orientierungserhaltende
Isometrie wird. Somit erhélt man eine Volumenform vol; . Man hat einen

Hodge-Operator %, : A¥(H,) — A" *(H,), so dass %,(7*7) = 7*(*,7), fiir
alle 7 € A*(T,M). Dann definiert man

* fik(P, V, p) — Anik(Pa V7 p)v ® = (;‘p‘P)P

als die eindeutig bestimmte Fortsetzung von *,(¢g Hp) zu einer V-wertigen
(n — k)-Form auf T),P, die auf vertikalen Vektoren verschwindet.

Nun kann man eine Metrik (h,h) auf dem Raum A¥(H,, V) definieren.
Dann setze fiur o, 8 € Ak(P; V., p):

(hh)p(ap, Bp) := (hph) (%|Hpaﬁp\Hp) :
Man beweist [Bl, S. 57|, dass eine wohldefinierte Funktion
(hh) : AK(P;V, p) x AM(P;V, p) — € (M)

existiert, sodass (hh)(a, 8)(z) = (ﬁﬁ)p(ap, Bp) gilt (d.h. unabhéngig von der
Wahl von p € 7 (z)).

Definition 4.3.3 Es seien P(M,G), p, h, h wie oben. Betrachte w € A(P)
fest. Das kovariante Kodifferential ist definiert als:

52 AH(PsV.p) — A P Vip), 6(p) = —(~1)(~1)"FTRD ().

Proposition 4.3.4 [Bl, S. 58] Es seien P(M,G), p, h, h. Betrachte w €
A(P) fest. Es sei U CC M und es seien o € A¥(P;V, p), 3 € A¥TY(P;V, p).
Man nimmt an, dass supp(«) C U. Dann gilt:

/ (h)(D”a, B)vol, = / (hh)(cr, 6% B)vol,.
U U

36



Wir werden mit A*(P, V), den Raum der linearen Abbildungen T,P —
V', die auf vertikalen Vektoren verschwinden, bezeichnen.

Definition 4.3.5 Es seien P(M,G), p, h, h, L.
i) Fir (p,v,0) € J(P,V) wird VoL(p,v,0) € V durch die folgende Gle-
ichung definiert:

d
hP(V2L(p7 v, ‘9)7 w)) = 7L(p’ v+ tw, 9)|t:0‘

dt
i) Fir € C(P;V,p) definiert man
oL oL
g CAPV), 500) = VaLlp b(p), D).

iii) Fir (p,v,0) € J(P,V) wird V3L(p,v,0) € AY(P,V), durch die fol-
gende Gleichung definiert:

(B (V5 L(p,v,0), ) = & L(p, 0,0+ 10),

i) Fir ¢ € C(P;V,p) definiert man

OL 0L

1 .
oeg) V) e

(p) := V3L(p,(p), D).

Proposition 4.3.6 [Bl, S. 60f] Es seien P(M,G), p, h, h, L. Man betra-
chtet w € A(P) fest. Es gilt:

oL

7 €

OL
(D)

APV, p),

e AY(P;V, p).

4.3.3 Lagrangegleichung

Proposition 4.3.7 [Bl, S. 61] Wir betrachten P(M,G), p, h, h, L wie oben.
Es sei (w,v) € A(P) x C(P;V,p). Es seien U CC M und 7 € C(P,V;p),
so dass supp(t) C U. Dann gilt:

(jt/Uﬁw(w -l—tT)VOlh) - = /U <5“’ a(g{:@b) + giﬁ) voly,.

Proposition 4.3.8 (Lagrangegleichung) [Bl, S. 61] Wir betrachten P(M,G),
p, h, h, L wie oben. Es seiw € A(P) fest. Ein Element 1) € C(P;V,p) ist
genau dann stationdr beztiglich L% wenn die Lagrangegleichung

oL oL _
(D) oY

w

0

erfillt ist.
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4.4 Die nicht-homogene Feldgleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Prinzipalbiindel P(M, G), so dass
die Mannigfaltigkeit M orientiert ist, und so dass eine Metrik h auf M
gegeben ist. Auf dieser Weise erhalten wir eine Volumenform vol; auf
M. Wir bezeichnen mit (—1)° das Vorzeichen der Determinante der Ma-
trixc (h(i2, 52))i-

Es seien p : G — GL(V) eine Darstellung von G und h eine Metrik auf
V, so dass p ﬁ—orthogonal ist.

Es seien k eine Metrik auf g, so dass ad : G — GL(g) k-orthogonal ist;
(€a)a eine Basis von g. Man setzt kg := k(eq,es) und somit erhélt die
Matrix (kas)a g, ihr Inverses wird mit (k%%), 5 bezeichnet.

Wir betrachten ein Lagrangian L : J(P,V) — R.

4.4.1 Der Strom

Es existiert eine (wohldefinierte) Abbildung (hk) : A7(P;g,ad)x A/(P; g, ad) —
C>(M).

Definition 4.4.1 Es seien P(M,G), p, h, h, k L wie oben.

Es seien w € A(P), ¢ € C(P;V,p), p € P. Der Strom J € A'(P,g)
wird in p definiert, so dass fiir alle T € fll(P; g,ad), die folgende Gleichung
erfillt ist:

N oL _
hh)p | =——=—— = (hk .
(i) (s - PV 0) ) = (BR)(T0). 7
Man beweist [Bl, S. 66|, dass J, wohldefiniert und eindeutig bestimmt
ist; es gilt J € AY(P;g,ad).

Proposition 4.4.2 Es seien P(M,G), h, p, h, k. Wir betrachten (Y,w) €
C(P;V,p) x A(P). Dann gilt fiir alle T € AY(P;g,ad):

d

aﬁ(w, W),y = (Rk)(J¥ (), T).

Satz 4.4.3 (Konservierung der Ladung) [Bl, S. 67] Es seien P(M,G),
p, h, h, k (und (kog)as)-
Es sei L : J(P,V) — R ein G-invariantes Lagrangian und sei w € A(P)
fest.

i) Betrachte ¢ € C(P;V,p). Dann:
oL oL
3(DW¢J e )

ii) Betrachte 1» € C(P;V, p) stationdr beziglich L. Dann erhdlt man die
verallgemeinerte Kontinuitatsgleichung:

5(J () = 0.

8 (J% (1)) = k*Ph <5w {
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4.4.2 Die nicht-homogene Feldgleichung

Definition 4.4.4 Es seien P(M,G), p, h, h, k, L.
i) Man definiert die Eigenwirkungsdichte (self-action density)

D: AP) — C®(M), D(w):= —%(Bk:)(Q“’,Q‘”).

ii) Man definiert die kombinierte Wirkungsdichte (combined ac-
tion density) (£ + D)(¢,w).

Definition 4.4.5 Es seien P(M,G), p, h, h, k, L. Das Paar (Y,w) €
C(P;V,p) x A(P) ist stationdr beziiglich L+ D falls fir alle U CC M, fiir
alle 0 € C(P;V,p), T € AY(P;g,ad) mit supp(t) C U gilt:

% </U(E+D)(1/)—i—ta,w—|—t7')volh> i =0.

Satz 4.4.6 [Bl, S. 68] Es seien P(M,G), p, h, h, k, L. Das Paar (Y, w)
ist stationdr beziglich (L + D) genau dann wenn die folgende Bedingungen
gelten:

i) die Lagrangegleichung

o oL + 67[/ —
a(D=p) o

0,

ii) die nicht-homogene Feldgleichung
0O = JY ().

Bemerkungen In diesem Satz wird nicht vorausgesetzt, dass L G-invariant
ist, oder dass L eichinvariant ist. Es wird aber vorausgesetzt, dass (¢,w)
stationéar ist.

Proposition 4.4.7 [Bl, S. 70] Es seien P(M,G), p, h, h, k, L. Betrachte
(Y, w) € C(P;V,p) x A(P). Dann gilt:

i) 0¥ (0“Q¥) = 0.

i) Falls §“QY = J“(¢), so gilt

6 (J* () = 0. (4.1)

4.4.3 Beispiel (Die Maxwellsche Gleichungen)

Nun werden wir die zweite Gleichung des Systems (3) interpretieren.

Wir betrachten den Minkowskiraum (R%, hg) und es sei P das triviale
U(1)-Biindel iiber R*.

Betrachte den Vektorraum V := C und die Darstellung p : U(1) —
GL(C), gegeben durch p(e?) - z := 2. Es gilt: %p(etie) © 2|, = 10z und
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es folgt, dass u(1) auf C via komplexe Multiplikation operiert. Die Metrik
h auf V sei

A 1
h(z,w) = 5(21?) + wz).
Auf der Lie-Algebra u(1) betrachten wir die Metrik k gegeben durch
k(i i) = 1.
Man betrachtet das Lagrangian

1

L:JP,V) =R, L(p,z0):= =(hyh)(0m,0m) — §m2zz

N

wobei m € R. Es gilt [Bl, S. 62]:
VaL(p, z,0) = —m?z,  V3L(p,z,0) = 0.
Somit erhalt man 8 w —m?21), RIGE) Dw = = D“, und die Lagrangegleichung:
§“ D) — m2p = 0.
In diesem Fall ist der Strom [Bl, S. 70]
J:E( (gfw) 1/}) = h(D“y, inb)i.

Um eine Gleichung, deren Unbekannte auf M definiert sind, zu erhalten,
betrachtet man o : U C M — P einen lokalen Schnitt (d.h. eine Wahl der
Eichung). Es seien

A= —ic*w € ANU,R), F:=dAc A*(U,R),
Wi=doo, ji=i(h(dy, i) — AY'P).
Man beweist [Bl, S. 70|, dass ¢*J = j’ gilt, und dass die nicht-homogene

Feldgleichung in diesem Fall § F' = j’ wird. Auf diese Weise haben wir auch
die zweite Gleichung des Systems (3) interpretiert.
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Anhang

In diesem Anhang geben wir eine Ubersetzung” der Terminologien.

EICH-THEORIE

FEichgruppe

Eichpotential

Eichfeld

Eichung

Eichtransformation

Elektromagnetismus

Yang-Mills Feld

Quantisierung des Diracschen
Monopols

Elektromagnetismus ohne Monopol

Elektromagnetismus mit Monopol
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THEORIE DER FASERBUNDEL

Strukturgruppe

Zusammenhangsform

Kriimmung

(lokale) Trivialisierung eines Biindels

(lokaler) Automorphismus eines Biindels

Zusammenhang in einem U(1)-Biindel

Zusammenhang in einem SU(2)-Biindel

Klassifizierung von U(1)-Biindeln
mittels erster Chern Klasse

Zusammenhang in einem trivialen
U(1)-Biindel

Zusammenhang in einem nicht-trivialen

U(1)-Biindel
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