Introducere in teoria fasciculelor

Seminar 5
Luni, 17.03.2014.

1. (Fibrele si spatiul etalat pentru un fascicul de inele) Fie A un fascicul de inele de baza X.
a) Demonstrati ca pentru orice x € X fibra A, este un inel.

b) Detaliati cum operatiile de adunare gi de inmultire la nivel de fibre induc aplicatii continue la nivelul
spatiului etalat asociat A.

2. ("Spec”) Fie A un inel comutativ cu unitate. Notdm cu Spec A multimea idealelor prime ale lui A.

a) (Topologia Zariski) Pentru un ideal a se definegte V(a) C Spec A ca multimea idealelor prime care
contin a. Verificati ca V(A) = 0, V((0)) = Spec A. Demonstrati cd V(ab) =V (a) UV (b) si V(> a;) =NV (a;).
Deduceti cd pe Spec A se poate defini o topologie pentru care multimile #nchise sunt de forma V'(a).

b) (Fasciculul structural) Pentru U C Spec A deschis se definegte Ogpec 4(U) ca multimea functiilor
s: U = [{,cp Ap astfel ca s(p) € Ay pentru orice p € U si s sd fie local un cat de elemente ale lui A (A4, este
localizatul lui A in raport cu A\ p). Verificati c& Ogpec 4(U) este un inel comutativ cu unitate. Introducand
aplicatii de restrictie naturale, demonstrati apoi ca Ogpec 4 este un fascicul de inele.

3. (Definitia conceptului de A-Modul) Fie A un fascicul de inele de bazi X.
a) Detaliati ce reprezintd compatibilitatea cu structura de modul a aplicatiilor de restrictie.
b) Formulati o definitie alternativa a conceptului de fascicul de .A-module folosind spatii etalate.

4. (Morfisme de A-Module) Fie A un fascicul de inele de baza X, fie F, G fascicule de A-module. Detaliati
modul in care este definitd incluziunea naturald Hom4(F,G) — I'(X, Hom 4(F, G)).

5. (Fibrate vectoriale si fascicule local libere) Fie X o varietate netedd, C¥ fasciculul structural asociat.
Fie E 5 X un fibrat de clasa C™ pe X.

a) Detaliati constructia fasciculului de C§¢-module asociat, &.

b) Demonstrati ca £ este un fascicul local liber de rang r.

6. (Exemple) Fie X = C i fie A = Zy fasciculul constant.
a) Fie 81,8, fascicule skyscraper cu fibra Z avand suport disjunct. Calculati S; ® 4 So.
b) Fie &1 un fascicul skyscraper cu fibra Z gi Sy un A-Modul local liber de rang r. Calculati 1 ® 4 So.



