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Kapitel 1

Lie-Gruppen und Lie-Algebren

1.1 Lie-Gruppen
Definition 1.1.1 Lie-Gruppe.

Bemerkung Es sei G Gruppe, die zugleich differenzierbare Mannigfaltigkeit
ist. Dann ist G eine Lie-Gruppe, genau dann, wenn die Abbildung v : G' x
G — G, v(f,g):=f g differenzierbar ist.
Beispiele 1) Die endliche Gruppen.

2) (R™, +).

3) (R, ).

4) (GL(n,R),-).

5) GL(n,C), ).

6) Das Produkt G x H der Lie-Gruppen G und H wird auf natiirlicher
Weise eine Lie-Gruppe.

1.2 Lie-Algebren
Es sei K € {R, C}.
Definition 1.2.1 Lie-Algebra iiber K.

Beispiele 1) Die triviale (Abelsche) Lie-Algebra.
2) Die Lie-Algebra der Endomorphismen eines Vektorraums.
3) Der R-Vektorraum R? versehen mit dem Kreuzprodukt als Lie-Klammer.
4) Die Lie-Algebra der Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit.
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Definition 1.2.2 Strukturkonstanten einer endlich-dimensionalen Lie-
Algebra beziiglich einer Basis.

Bemerkung Aus der Definition einer Lie-Algebra (Antisymmetrie und Jacobi-
Identitét) erhélt man die folgenden Gleichungen fiir die Strukturkonstanten

k=" Vi, j, k,
n
h _m h m h m\ __ ..
(ComCik T ChmCij + CimChi) =0, Vh,i,j, k.
m=1

1.3 Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe. Expo-
nentialabbildung

Bezeichnungen Linkstranslation, Rechtstranslation
Definition 1.3.1 Linksinvariantes Vektorfeld
Bezeichnung Es sei G eine Lie-Gruppe und

g:={X € X(G)| X linksinvariant }.
Beispiel Die Linksinvariantevektorfelder auf (R", +).
Proposition 1.3.2 Ist G eine Lie-Gruppe, so ist G paralelisierbar.
Definition 1.3.3 1-Parameteruntergruppe einer Lie-Gruppe G.

Proposition 1.3.4 Es sei G eine Lie-Gruppe. Fir jedes linksinvariantes
Vektorfeld X auf G gibt es eine eindeutig bestimmte 1-Parameteruntergruppe,
bezeichnet mit v, sodass die folgende Gleichhheit gilt

d Not d’yX
X =75 — R 1.1
~(t) ’Y*,t <d8|5—t> dS o ( )

Bemerkung In lokalen Koordinaten wird die Gleichung (1.1) ein System

von gewohnliche Differentialgleichungen. Genauer, sei ¢ : U — R" eine Kar-
te. Man schreibt X = Y7 &zt ..., 2"):2% und f = goy als f(t) =

(f4(t),..., f*(t)). Die Gleichung (1.1) Wirdamz
EUm =" =1

Definition 1.3.5 Die Exponentialabbildung,

exp:g— G, exp(X) ==y~ (1).



Proposition 1.3.6 FEs sei G eine Lie-Gruppe und g ihre Lie-Algebra.
i) Es seien X € g, t,t' € R. Dann gilt:

exp(tX) = 7 (1)
exp(t +t)X = (exptX)(expt'X),
exp(—tX) = (exptX)~".

it) Die Exponentialabbildung ist differenzierbar.
iii) Die Ableitung (exp)spo : Tog — T.G ist, via die Identifizierung zwi-
schen T.G und g, (exp).,o = idg.

Bemerkungen i) Die Exponentialabbildung ist ein lokaler Diffeomorphis-
mus um den Ursprung 0 € g.

ii) Man hat die Abbildung i : G x G — G, p(z,y) = = - y. Dann ist ihre
Ableitung i, (o) : T.G @ T,.G — T.G , p(X,Y) =X +Y.

iii) Wenn G eine Abelsche Lie-Gruppe ist, so ist die Exponentialabbildung
exp : g — G ein Gruppenhomomorphismus.

iv) Ist G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe, fiir die die Exponential-
abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist, so ist G Abelsch.

Beispiele i) Wir betrachten die Lie-Gruppe (R™, +). In diesem Fall ist die
Lie-Algebra die triviale Lie-Algebra R™ und ist die Exponentialabbildung von
der Identitat gegeben.

ii) Wir betrachten die Gruppe(GL(n,C),-). Sei gl(n,C) der Vektorraum
M(n xn,C). Die Lie-Klammer sei von [A, B] = A- B — B - A gegeben. Dann
ist gl(n,C) die Lie-Algebra von GL(n,C).

Fiir A € gl(n, C) konvergiert die Summe Y72, Ak—f und gilt

oo Ak
exp(A) = PR
k=0

1.4 Homomorphismen von Lie-Gruppen und
Lie-Algebren

Definition 1.4.1 Homomorphismus von Lie-Gruppen, Isomorphis-
mus von Lie-Gruppen, Automorphismus einer Lie-Gruppe

Definition 1.4.2 Homomorphimus von Lie-Algebren, Isomorphimus
von Lie-Algebren, Automorphismus einer Lie-Algebra

Es seien G und H Lie-Gruppen und ¢ : G — H ein Homomorphis-
mus von Lie-Gruppen. Das neutrale Element eg von G wird auf das neutra-
le Element ey von H abgebildet. Somit erhédlt man eine lineare Abbildung
Oieg * TeeG — Tep H, gegeben von der Ableitung von ¢ in eq. Anderseits,
hat man die Isomorphismen 7, G ~ g, T¢,, H ~ h und somit erhilt man eine
Abbildung ¢, : g — b, die die Ableitung von ¢ gennent wird.
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Proposition 1.4.3 Es sei ¢ : G — H eine Homomorphismus von Lie-
Gruppen. Dann ist seine Ableitung p. : g — b ein Homomorphismus von
Lie-Algebren und gilt

w O EXpPg = €XPy OPx.

Proposition 1.4.4 FEs seien ¢, : G — H Homomorphismen von Lie-
Gruppen und nehme an, dass ¢, = V.. Falls G zusammenhdngend ist, gilt

p="1.

1.5 Lie-Untergruppen und Lie-Unteralgebren

Definition 1.5.1 Lie-Untergruppe, abstrakte Lie-Untergruppe

Bemerkung Eine abstrakte Lie-Untergruppe, die Untermannigfaltigkeit ist,
wird eine Lie-Gruppe.

Proposition 1.5.2 FEs sei G eine Lie-Gruppe. Eine abstrakte Lie-Untergruppe
H von G ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit von G wenn H abge-
schlossen in G ist.

Proposition 1.5.3 FEs seien G, H Lie-Gruppen und f : G — H ein Grup-
penhomomorphismus, der stetig ist. Dann ist f sogar differenzierbar, d.h. ein
Homomorphismus von Lie-Gruppen.

Definition 1.5.4 Lie-Unteralgebra

Proposition 1.5.5 Es sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe und U
eine offene Umgebung von e. Dann qilt G = U2 U™, wober U™ aus n-mal
Produkten der Elementen von U besteht.

Proposition 1.5.6 FEs seien G eine Lie-Gruppe und L C g eine Lie-Unteralgebra
der Lie-Algebra g von G. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte zusammenhdngende
Lie-Untergruppe « : H — G, sodass t.(h) = L.

Corollar 1.5.7 Es gibt eine 1 : 1 Korrespondenz zwischen zusammenhdngenden
Lie-Untergruppen einer Lie-Gruppe und Lie- Unteralgebren ithrer Lie-Algebra.

Weitere Bespiele von Lie-Gruppen und Lie-Algebren

i) Eine Matrixgruppe ist eine abgeschlossene (algebraische) Untergrup-
pe von GL(n,C) (n > 1 ganz). Als Beispiele hat man SL(n,C), GL(n,R),
SL(n,R), O(n), SO(n), U(n), SU(n). Die Lie-Gruppe U(1) wird auch mit S*
bezeichnet.

ii) Der n-dimensionale Torus (n > 1) wird definiert als T,, := (S*)
Die Tori sind zusammenhéngende, Abelsche, kompakte Lie-Gruppe.

Bemerkungen i) Jede zusammenhingende Abelsche Lie-Gruppe ist iso-
morph zu einem Produkt von Tori und einem Vektorraum R?.

ii) Jede kompakte Abelsche Lie-Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt
von Tori und einer endlichen Abelschen Gruppe.

n
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Corollar 1.5.8 Es sei G eine Lie-Untergruppe von GL(n, C) und g ihre Lie-
Algebra. Fir alle X,Y € g gilt [ X,Y]=X-Y =Y - X.

Proposition 1.5.9 FEs sei ¢ : G — K ein Homomorphismus von Lie-
Gruppen und seien H := kerp, b :=ker(p),. Dann ist H eine abgeschlossene
Lie-Untergruppe von G, deren Lie-Algebra by ist.

Beispiel Man betrachtet den Homomorphismus von Lie-Gruppen det : GL(n,C) —
C*. Seine Ableitung ist det, (&) = Tr(¢).

Beispiele Beschreibung der Lie-Algebren sl(n,C), gl(n,R), sl(n,R), o(n),
so(n), u(n), su(n).

1.6 Darstellungen

Definition 1.6.1 Darstellung einer Lie-Gruppe in einem endlich di-
mensionalem Vektorraum

Definition 1.6.2 Darstellung einer Lie-Algebra in einem endlich di-
mensionalem Vektorraum

Es sei G eine Lie-Gruppe, g ihre Lie-Algebra. Fiir ¢ € G definiert man
den inneren Automorphismus

Ad,: G — G, Ady(z):=g-x-g "
Der induziert Ad : G — Aut(G). Man erhélt eine Abbildung
ad, : g — g, ad, := (Ady ).
Die adjungierte Darstellung von G ist:
ad : G — GL(g); ad(g) = ad,,
und die induziert die adjungierte Darstellung von g:
ad: g — gl(g), ad := (ad),.

Proposition 1.6.3 FEs sei G eine Lie-Gruppe und es sei g ihre Lie-Algebra.
Dann gilt fir alle A, B € g:

2

DANB) = 55

(exp (tA) exp (sB) exp (—tA)) |s.—0 = [4, B].

Proposition 1.6.4 FEs sei G eine Matrizgruppe und es sei g thre Lie-Algebra.
Dann ist ad, : g — g durch ad,(A) = gAg™" gegeben.



Proposition 1.6.5 Es sei H eine zusammenhdngende Lie-Untergruppe ei-
ner zusammenhdngenden Lie-Gruppe G, es seien b bzw. g die entsprechenden
Lie-Algebren. Dann ist H eine normale Untergruppe von G genau dann wenn
b ein Ideal von g ist.

Definition 1.6.6 i) Zentrum j(g) einer Lie-Algebra g
it) Zentrum Z(G) einer Lie-Gruppe G.

Proposition 1.6.7 Sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe. Dann gilt
Z(G) = kerad.

Corollar 1.6.8 Das Zentrum Z(G) einer zusammenhdngende Lie-Gruppe G
st eine abgeschlossene Lie-Untergruppe von G, deren Lie-Algebra das Zen-
trum von g 1st.

Corollar 1.6.9 FEine zusammenhdngende Lie-Gruppe ist Abelsch genau dann
wenn ihre Lie-Algebra Abelsch ist.

Proposition 1.6.10 FEs seien X,Y FElemente der Lie-Algebra g einer Lie-
Gruppe G. Giltt [X,Y] =0, so hat man exp(X +Y) =exp X +exp Y.

1.7 Operationen von Lie-Gruppen

Definition 1.7.1 i) Rechtsoperation (Linksoperation) einer Lie-Gruppe
auf einer Mannigfaltigkeit
i1) effektive, freie, transitive Operationen.

Bemerkung Jede freie Operation ist effektiv.
Bemerkungen i) Eine Darstellung einer Lie-Gruppe G auf einem Vektor-
raum V liefert eine Linksoperation von G auf der Mannigfaltigkeit V.

ii) Sei p: G X @@ — @ eine Linksoperation von G auf () und nehme an,
q € @ sei ein fester Punkt fiir diese Operation. Dann ist

p:G—=A(TX),  plg) = (hg)ey,,

eine Darstellung von G.

Es sei G eine Lie-Gruppe, die auf der Mannigfaltigkeit () operiert. Fiir
A€ g sei
YA) R — G, yA(t) := exp(tA).

Es sei nun ¢ € () fest und betrachte die Kurve o, auf @), definiert durch

g R —Q, ayt) :=q- 7).

* L d _ A d
A= oo (3 )=t (5 )
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Es kann gezeigt werden, dass fiir A € g die Zuordnung ¢ — Aj differenzierbar
ist. Somit hat man eine Abbildung o : g — X (@), A — A* definiert. Die Ei-
genschaften dieser Abbildung sind in der folgenden Proposition beschrieben.

Proposition 1.7.2 FEs sei G eine Lie-Gruppe, die auf der Mannigfaltigkeit
Q) von rechts operiert.

i) Die Abbildung o ist ein Lie-Algebra Homomorphismus.

i1) Wenn G frei auf Q operiert, so ist, fir alle A in g die nicht null sind,
o(A) nirgends verschwindend auf Q.

iii) Wenn G effektiv auf Q operiert, so ist o ein injektiver Lie-Algebra
Homomorphismus.

Definition 1.7.3 i) Die Bahn eines Punktes
i1) Die Standgruppe eines Punktes.

Bemerkungen i) Wenn die Operation von G auf ) transitiv ist, so ist
fiir alle ¢ in @ die Bahn von ¢ gleich Q.

ii) Die Einschrankung der Operation von G auf jeder Bahn liefert eine
transitive Operation.

iii) Wenn die Operation von G auf @ frei ist, so ist fiir alle ¢ in @ die
Standgruppe [so(q) gleich {e}.

iv) Fiir ¢ in @ ist die Standgruppe Iso(q) eine Lie-Untergruppe von G.

1.8 Homogene Riume

Theorem 1.8.1 FEs seien H eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe
G, G/H die Menge aller Linksdquivalenzklassen modulo H undm : G — G/H
die natiirliche Projektion. Dann besitzt G/H eine eindeutig bestimmte Struk-
tur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so dass gilt

(a) 7 ist differenzierbar;

(b) fir gH € G/H ezistert eine Umgebung W von gH und eine differen-
zierbare Abbildung 7 : W — G, sodass moT = idy gilt (man sagt, dass T ein
lokaler Schnitt von G/H in G ist).

Theorem 1.8.2 FEs sei H eine abgeschlossene normale Untergruppe einer
Lie-Gruppe G. Dann wird die Mannigfaltigkeit G/ H , versehen mit der natiirlichen
Gruppenstruktur, zu einer Lie-Gruppe.

Definition 1.8.3 Homogene Mannigfaltigkeiten

Theorem 1.8.4 FEs sei G eine Lie-Gruppe, die auf einer Mannigfaltigkeit Q)
transitiv operiert. Fir q € Q gilt G/Iso(q) ~ M.



Beispiele
i) St~ 0(n)/O(n—1); S* 1 ~SO(n)/SO(n — 1) (n >1).
ii) §?"~! ~ U(n)/U(n — 1); $*1 ~ SU(n)/SU(n — 1) (n > 1).
Speziell: S? ~ SU(2).
iii) P"'R ~ SO(n)/O(n — 1) (n > 1).
iv) PGL(n,C), PGL(n,R), PU(n).

Proposition 1.8.5 Es sei H eine abgeschlossene Untergruppe einer Lie-
Gruppe G. Sind H und G/H zusammenhdngend, so ist G zusammenhdngend.

Beispiele

i) Fir n > 1 sind die Lie-Gruppen SO(n), SU(n) und U(n) zusam-
menhéngend.

ii) Fiir n > 1 hat O(n) zwei Zusammenhangskomponente.

iii) Fiir n > 1 hat GL(n,R) zwei Zusammenhangskomponente.



Kapitel 2

Prinzipalbiindel und assoziierte
Faserbiindel

2.1 Prinzipalbiindel, Ubergangsfunktionen

Definition 2.1.1 i) G-Prinzipalbiindel 7 : P — X;
ii) Biindelatlas, Ubergangsfunktionen (1/a3)a.s-

Bemerkung Jede Faser eines Prinzipalbiindels ist diffeomorph zu der Struk-
turgruppe G. Es gibt aber keine kanonische Identifizierung zwischen G und

einer gegebenen Faser 7 !(z), also keine natiirliche Gruppenstruktur auf
-1
T (x).

Lemma 2.1.2 Die Ubergangsfunktionen eines Prinziplbiindels erfillen die
Cozykelbedingungen

Yo () = Yapl@p,(2), @€ UaNUNT,. (2.1)

Proposition 2.1.3 FEs seien G eine Lie-Gruppe, X eine Mannigfaltigkeit
und (Uy)q eine offene Uberdeckung von X. Man setzt voraus, dass fiir alle
a, B mit U, NUgz # O eine Abbildung pa : Uy NUz — G gegeben ist, so dass
die Cozykelbedingungen (2.1) erfillt sind. Dann gibt es ein Prinzipalbindel
7w P — X mit Strukturgruppe G, dessen Ubergangsfunktionen beziiglich

(Ua)a die (Vga)p.a’s sind.

Beispiel 2.1.4 i) Das triviale G-Prinzipalbindel prx : X x G — X.
ii) Seien G eine Lie-Gruppe und H C G abgeschlossene Lie-Untergruppe
von G. Dann kann G als H-Prinzipalbiindel iber G/ aufgefasst werden.
i11) Das Prinzipalbindel L(X) der linearen Rahmen einer differenzierba-
ren Mannigfaltigkeit X, dessen Strukturgruppe GL(n,R) ist.



2.2 Homomorphismen, Unterbiindel, Pull-
back

Definition 2.2.1 i) Morphismus vom Typ ¢;
i1) Isomorphismus, Isomorphismus iiber X;
i11) Unterbiindel.

Beispiel 2.2.2 Finschrinkung.

Bemerkung Ein Homomorphismus f : P'(X',G’) — P(X,G) bildet die
Elemente~n einer Faser auf derselben Fager ab und somit induziert eine Ab-
bildung f : X’ — X. Es folgt, dass (f, f) ein Morphismus von Faserraumen
ist.

Proposition 2.2.3 FEs seienm: P — X ein G-Prinzipalbiindel und f 1Y —
X differenzierbar. Dann existieren ein G-Prinzipalbindel f* : f* — Y und
ein Morphismus ® : f*P — P vom Typ idg, der f induziert. Sind 7 : P — X'
ein weiters G-Prinzipalbiindel und U : P — P ein Morphismus vom Typ ide,
der f induziert, dann sind P und f*P isomorph iiber Y .

Beispiel 2.2.4 i) Pullback mittels Inklusion.
i) Faserprodukt P X x Q.

2.3 Assoziierte Biindel

2.3.1 Definition und Beispiele

Proposition 2.3.1 Seien m : P — X ein G-Prinzipalbiindel und p : G X
F — F eine Linksoperation auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit F'. Sei

E=(PxF)/~Px,F)

die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich

AN p/:p'g
P f)~ W) 3geCad { f'=g7" 1= 0@ (f)

und g+ E — X,7g([p, f]) := n(p). Dann wird 7g : E — X ein C*®-
Faserbiindel mit standard Faser F'.

Notation Man sagt, F sei ein zu P assoziiertes Faserbiindel.

Bemerkung 2.3.2 Seien m : P — X ein G-Prinzipalbiindel; E = P x, F
ein assoziiertes Biindel. Fin Element p € P induziert eine Abbildung

p:F — Exgy, p(f) = [p, fl;
fir allep e P,g € G, f € F gilt p-g(f) =plg- f)-
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Proposition 2.3.3 Seinp: E — X ein C>*-Fuaserbiindel mit standard Faser
F. Man nimmt an, es existiert eine Lie-Gruppe G mit G < Aut(F) (als
abstrakte Untergruppe) und ein Biindelatlas von E, sodass die entsprechende
Ubergangsfunktionen G-wertig sind. Dann ezistiert ein G-Prinzipalbindel 7 -
P — X, sodass E ~ P x, F (als C*-Faserbiindel).

Beispiel 2.3.4 i) Ad(P) := P xaq G; (Biindel von Gruppen, aber i.a. kein
Prinzipalbiindel),
ii) ad(P) := P Xaq 9.

2.3.2 Beziehung zwischen invarianten Abbildungen und
Schnitten in dem assoziierten Biindel

Definition 2.3.5 Schnitt, Schnitt iiber A.
Notation I'( X, E), I'(U, E).

Proposition 2.3.6 Seien w : P — X ein G-Prinzipalbindel und p : G X
F — F und betrachte das assoziierte Faserbiindel E := P x, F. Dann gibt
es eine 1:1 Korrespondenz zwischen C*-Schnitte in E und dquivariante C>-
Abbildungenn: P — F, n(p-g) =g~ -n(p).

Proposition 2.3.7 Sein: P — X ein C>®-Faserraum, ® Submersion und P
sei versehen mit einer glatten, freien G-Operation, sodass die G-Bahnen mit
den fasern von w tbereinstimmen. Man nimmt an, dass die (wohldefinierte!)

Abbildung
T:P Xz P— G, q=p-7(p.q)

differenzierbar ist. Sei U C X offen. Die folgende Daten sind dquivalent:
i) ein Diffeomorphismus hy : Py — U x G, mit hy = (7, ¢y) und sodass

¢u(p-9) = ou(p)-9;
it) lokalen Schnitt in P dber U.

Theorem 2.3.8 Sei G eine Lie-Gruppe,H C G eine abgeschlossene Lie-
Untergruppe. Dann erhdlt man ein H-Prinzipalbindel 7 : G — G/H.

2.4 Reduktion der Strukturgruppe

Definition 2.4.1 Reduktion der Strukturgruppe cines Prinzipalbiindels.

Bemerkung Im allgemeinen verlingt man nicht, dass die Untergruppe G’
abgeschlossen in G ist.

Proposition 2.4.2 Die Strukturgruppe eines G-Prinzipalbiindels m : P — X
kann auf eine Untergruppe H reduziert werden, genau dann wenn es ein
Biindelatlas von P g¢ibt, sodass die entsprechende Ubergangsfunktionen H -
wertig sind.
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Proposition 2.4.3 Seien m : P — X ein G-Prinzipalbiindel und H C G
eine abgeschlossene Lie-Untergruppe. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
i) Die Strukturgruppe von P ist zu H reduzierbar.
it) Das Faserbiindel P x G/H besitzt einen globalen Schnitt.

Proposition 2.4.4 Sei E = P x, F ein (zum : P — X via p assoziier-
tes) Faserbiindel, sodass F' ~ R™ (diffeomorph). Sei A C X abgeschlossen.
Dann kann jeder Schnitt iber A zu einem Schnitt iiber X fortgesetzt werden.
Insbesondere besitzt E einen globalen Schnitt.

Beispiel 2.4.5 i) Die Strukturgruppe jedem GL(n,R)-Prinzipalbiindel ist zu
O(n) reduzierbar.

ii) Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe, K C G eine mazximale
kompakte Untergruppe. Dann ist die Strukturgruppe jedem G-Prinzipalbiindel
zu K reduzierbar.

Proposition 2.4.6 Fir ein G-Prinzipalbiindel 7 : P — X sind die folgende
Aussagen dquivalent:

i) Es besitzt einen globalen C*°-Schnitt.

i1) Es ist trivialisierbar.

i11) Die Stukturgruppe G ist zu {e} reduzierbar.

2.5 GL(r,x)-Prinzipalbiindel und Vektorbiindeln

Seien K € {R,C}, r € N.

2.5.1 Die Beziehung

Proposition 2.5.1 Seien 7 : P — X ein G-Prinzipalbiindel, p : G —
GL(V) eine lineare Darstellung von G auf dem K-Vektorraum V. Dann ist
E : P x,V ein K-Vektorbiindel.

Proposition 2.5.2 Sei g : E — X ein K-Vektorbiindel vom Rang r. Fir
x € X definiert man

Pg,:={b, = (bigy....brz)| (b1s,- .., brn) Rahmen fiir E,}

und seien Pg = [l,ex Pego, ™1 Pp — X kanonisch. Dann wird m : Pp — X
auf natirliche Weise ein GL(r, K)-Prinzipalbiindel (das Prinzipalbiindel
der Rahmen von F.

Bemerkung 2.5.3 Sei E ein K-Vektorbindel, Pg das GL(r, K)-Prinzipalbiindel
gier Rahmen. Jedes Element b € Pg , induziert einen linearen Isomorphismus
b: K" — E, und umgekehrt.
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Beispiel 2.5.4 Das GL(n,R)-Prinzipalbiindel L(X) der linearen Rahmen
einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit X .

Bemerkung 2.5.5 FEs seien m : P — X ein G-Prinzipalbiindel, p; : G —
GL(V;) (i = 1,2) lineare Darstellungen von G und ¢ : Vi3 — Va linear. Ist ¢
G-dquivariant, d.h.

o(p1(g) -v) = pa(g) - p(v), Vg€ G, veW,

so induziert ¢ einen Vektorbiindelhomomorphismus P x, Vi — P x,, Vs.

2.5.2 Reduktion der Strukturgruppe in Vektorbiindeln

Lemma 2.5.6 Sei mg : E — X ein K-Vektorbiindel vom Rang r und sei
7 : Pp — X das Prinzipalbiindel der Rahmen. Sei H C GL(r,K) eine abge-
schlossene Untergruppe. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

i) Die Strukturgruppe von Pg kann zu H reduziert werden.

ii) Es existiert ein Biindelatlas von E, sodass die entprechende Ubergangsfunktionen
H-wertig sind.
Sprechweise: Die Strukturgruppe von E kann zu H reduziert werden.

Proposition 2.5.7 Sei E' ein R- (C-)Vektorbindel vom Rang 7.

i) Geben eine Euklidische (bzw. Hermitesche) Biindelmetrik auf E ist
dquivalent zu geben eine Reduktion der Strukturgruppe zu O(r) (bzw. U(r)).

ii) Geben eine globale Trivialisierung von det E ist dquivalent zu geben
eine Reduktion der Strukturgruppe zu SL(r,R) (bzw. SL(r,C)).

i11) Geben eine Euklidische (bzw. Hermitesche) Biindelmetrik auf E und
einen globalen Schnitt in det E/, dessen Norm in jedem Punkt 1 ist, ist dquivalent
zu geben eine Reduktion der Strukturgruppe zu SO(r) (bzw. SU(r)).

Beispiel 2.5.8 Reduktion der Strukturgruppe des Biindels L(X') von GL(n,R)
nach O(n).

2.6 Die Eichgruppe

Definition 2.6.1 Automorphismus von P, Eichgruppe.

Proposition 2.6.2 Essein : P — X ein G-Prinzipalbiindel. Es ist dquivalent
anzugeben.:

i) Ein Element der Fichgruppe.

ii) Eine Ad-dquivariante differenzierbare Abbildung n: P — G.

i11) Ein Element von ['(X, Ad(P)).

Bemerkung Die Eichgruppe tréigt i.a. (falls dim X > 0 und dim G > 0) keine

natiirliche Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, sie ist also keine
Lie-Gruppe. Der Raum A°(X, ad(P)) heisst die formelle Lie-Algebra der
Eichgruppe.
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2.7 Fundamentalvektorfeld

Definition 2.7.1 Fundamentalvektorfeld W,

Proposition 2.7.2 Sei pu: P x G — P eine G-Operation auf der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit P.

i) Die Abbildung o : g — C>(Tp/P), o(W) := W?* ist ein Homomorphis-
mus von Lie-Algebren.

i) Fiir alle g € G gilt

(Rg)«(W#) = ((Rg)uW)F = (ady-1 (W))F.

i) Ist die G-Operation frei, so ist fiir W # 0 das Vektorfeld W* nirgends
verschwindend auf P.
iv) Ist die G-Operation effektiv, so ist o injektiv.

Es sei P(X, G) ein Prinzipalbiindel. Die Operation von G auf P induziert,
geméss Prop. 1.7.2 i), einen Lie-Algebra Homomorphismus o : g — X(P).
Fiir € in g heisst das Vektorfeld ¢* das Fundamentalvektorfeld induziert
von &. Die Operation von G bildet jede Faser auf sich selbst ab; es folgt, dass
fir p in P, £ tangent zu der Faser P, ist.

Die Operation von G ist frei, deshalb ist, fiir £ # 0, das Vektorfeld &*
niergends verschwienend auf P (Prop. 1.7.2ii)). Anderseits, ist die Dimension
der Faser gleich der Dimension von g und somit, fiir p € P ist die Abbildung
g — TP, § — & ein linearer Isomorphismus.

2.8 Beispiele und Ubungen

Beispiel 2.8.1 i) Ezistenz von Spin(4)-Strukturen auf 4-dimensionalen ori-
entierten Riemannschen Mannigfaltigkeiten: topologisches Hinderniss.

ii) Existenz von Spin®(4)-Strukturen auf 4-dimensionalen orientierten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten.

Ubung 2.8.2 Es seien Py (X, Gy) und Py(Xy, G3) Prinzipalbiindel; ¢ : Gy —
G ein surjektiver Lie-Gruppen Homomorphismus und ¢ : P, — Py ein Mor-
phismus vom Typ . Ist ¢ surjektiv?

Ubung 2.8.3 Es seien G1, Gy Lie-Gruppen, ¢ : Gy — G4 ein Lie-Gruppen

Homomorphismus und Py ein G1-Prinzipalbiindel. Dann trigt Py := P; X ,G5
natirlicherweise die Struktur eines Go-Prinzipalbindel und

@ZP1—>P2, @(pl) = [p1,€2]

st ein Morphismus vom Typ .

14



Ubung 2.8.4 Es seien P, (X1,Gh), Po(Xs, Gs) Prinzipalbiindel und @ : P —
Py emn Morphismus vom Typ . Man nimmt an, p,p seien surjektiv. Dann
glltpl XwGQZPQ.

Ubung 2.8.5 Es sei G = Gi x Gy und P ein G-Prinzipalbiindel. Trigt
P xy, Gy die Struktur eines Prinzipalbiindels?
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Kapitel 3

Zusammenhinge

3.1 Vorbereitungen

Definition 3.1.1 i) W-wertige (differenzierbare) r-Form auf einer Mannig-
faltigkeit M, A"(M;W).
ii) Aussere Ableitung.

Definition 3.1.2 (Pseudo)tensoriale r-Form vom Typ (p, W) in einem Prin-
zipalbiindel P, AL (P; W)

Lemma 3.1.3 Seien 7 : P — X ein G-Prinzipalbindel; p : G — GL(W)
und r € N.

i) Ist m eine pseudotensoriale r-Form vom Typ (p, W) , so ist die dussere
Ableitung dn pseudotensorial.

it) Es existiert ein Isomorphismus von Vektorrdaumen

AT(P;W) o~ AT(X, P x, W).

Definition 3.1.4 Lie-Klammer”
g-wertiger Formen auf M

1
A0 (Ve Yoss) o= = > sgn(@) (Yo, - Yo, 0Vorrin), -+ Yorts));

' 0ESr4s

,r] € AT<M79)79 € AS(M79)7§/17"'Y;’+S S COO(TM/M>

3.2 Zusammenhinge in Prinzipalbiindeln

3.2.1 Horizontale Distribution
Definition 3.2.1 Vertikale Distribution V.

Definition 3.2.2 Zusammenhang A, horizontaler Unterraum A,, Raum
der Zusammenhinge A(P).
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Lemma 3.2.3 Sei 7 : P — X ein G-Prinzipalbiindel. Es ist dquivalent
anzugeben.:

i) Ein Zusammenhang A in P.

it) Ein Homomorphismus von Vektorbindeln vy : Tp — Tp sodass

vaouy =vy4; 1mvg=V; (Ry).ouvsa=wva0(Ry).VgeEQG.
iii) Ein Homomorphismus von Vektorbindeln a : Tp — Tp sodass
asoay =ay; keray =V; (Ry)icas=aso(Ry).VgeQG.

Notation Horizontale (bzw. vertikale) Komponente a4(Z) (bzw. v4(Z))
eines Vektorfeldes Z € C*(Tp/P).

3.2.2 Zusammenhangsform

Proposition 3.2.4 Seim: P — X ein G-Prinzipalbiindel.

i) Jeder Zusammenhang A auf P definiert eine Zusammenhangsform
wa € AY(P;g), fiir die gilt:

(a) wap,(WE) =W, fiir alle W € g,p € P.

(b) Rjwa = ady—1 - wa, fir alle g € G.

ii) Jede g-wertige 1-Form w € AY(P;g), die (a) und (b) erfiillt, definiert

einen eindeutig bestimten Zusammenhang A auf P mit wq = w.

Proposition 3.2.5 Der Raum A(P) der Zusammenhinge in einem Prin-

zipalbiindel w : P — X st ein (nicht leerer) affiner Raum wvon Richtung
AY(X,ad(P)).

3.2.3 Eichpotentialen

Proposition 3.2.6 Seien m: P — X ein G-Prinzipalbiindel, h, = (7, ¢o)a
ein Bindelatlas von P, das einer Uberdeckung (Ua)a entspricht, so : Uy —
Py, 8a(z) := h7 (2, €) und seien (Vop)ap die entsprechende Ubergangsfunktionen.
Fiir a, 8 definiert man die g-wertige 1-Form auf U, N Upg durch 0.5 := 4}, 50
(0 ist die kanonische g-wertige 1-Form auf G).

i) Ist w eine Zusammenhangsform und (wy)a die Familie von Eichpo-
tentialen gegeben durch w, := skw, so gilt fir alle x € U, N Ug

Wae = adwaﬁ(z)—l *War Tt 90[571. (31)
it) Ist (wa)a eine Familie von g-wertige 1-Formen, die (3.1) erfillen, so

existiert eine eindeutig bestimmte Zusammenhangsform w auf P, die diese
Familie induziert.
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3.2.4 Paralleltransporte
Definition 3.2.7 A-horizontales Vektorfeld, Liftung beziiglich A.

Proposition 3.2.8 Seien m: P — X ein G-Prinzipalbiindel, A € A(P). Es
set

HL4:{Z € C>®(Tp/P)| Z A-horizontal, (R,).(Z) = ZVg € G}.

Dann ist HL4 ein Untervektorraum von C*°(Tp/P) und es gibt einen Iso-
morhismus von R-Vektorrdumen

C*(Tx/X)— HLs, Y —Y"
Sind f € C*(X), Y, Z € C*(Tx/X), so gilt:
(FY)" = 7Y* (wobei f* = fom), ([Y,Z])" = aa(lY",27]).
Definition 3.2.9 Horizontale Kurve, horizontale Liftung einer Kurve.

Lemma 3.2.10 Sei G eine Lie-Gruppe, seiY : [0,1] — T (=~ g) eine diffe-
rezierbare Kurve. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Kurve v : [0,1] —

G, sodass
{7(25) = (Byp)e(Y(t))
7(0) = e.

Proposition 3.2.11 Seien 7 : P — X ein G-Prinzipalbiindel auf X, A €
A(P) und o : [0,1] — X eine Kurve auf X. Fir py € P existiert eine
eindeutig bestimmte horizontale Liftung o : [0,1] — P von o mit a*(0) = py.

Definition 3.2.12 Paraleltransport Py, . von xo nach x; lings a.

»T1

3.2.5 Kovariante Ableitung
Definition 3.2.13 Kovariante Ableitung D : A°(P) — AY(P).

Lemma 3.2.14 Seien 7w : P — X ein G-Prinzipalbindel, p : G — GL(W)
eine Darstellung und A € A(P). Sei as die horizontale Projektion und

ay AN(P,W) — A" (P,W), a(n)(Zy,...,2Z,) :=n(aa(Z,...,aa(Z,)).
Ist n pseudotensorial, so ist a’y(n) tensorial.

Proposition 3.2.15 Sei 7 : P — G ein G-Prinzipalbiindel.

i) Jeder Zusammenhang A induziert eine kovariante Ableitung da := a* o
d.

ii) Fiir jede kovariante Ableitung D : A°(P) — AY(P) emistiert ein ein-
deutig bestimmter Zusammenhang A in P, sodass D = d 4.
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3.3 Zusammenhinge in assoziierten Biindeln

3.4 Kriimmung der Zusammenhinge

Definition 3.4.1 Kriitmmung F4 eines Zusammenhangs A.

Theorem 3.4.2 (Die Strukturgleichung) Seien P ein G-Prinzipalbiindel A, €
A(P). Es gilt:

1
Fy=dwy + g[wA /\wA].

Theorem 3.4.3 (Die Bianchi Gleichung) Seien P ein G-Prinzipalbiindel
A, € A(P). Dann gilt daFy = 0.

3.5 Zussamenhinge und Homomorphismen von
Prinzipalbiindeln

Proposition 3.5.1 Seien 7 : P — X, n’ : P — X' G- (bzw. G'-) Prin-
zipalbiindel; f : P’ — P ein Morphismus vom Typ o, der f + X' — X
induziert. Man nimmt an, f sei ein Diffeomorhismus. Jeder Zusammenhang
A" in P' induziert einen eindeutig bestimmten Zusammenhang, bezeichnet
f(A") in P, sodass die horizontalen Unterrdume von A" auf den horizontalen
Unterrdaumen von f(A') abgebildet werden.

Sind weiter war bzw. wyary die entsprechende Zusammenhangsformen und
Fyr bzw. Fyay die Kriimmungsformen, so gilt

frwpan =0 war,  fTFran = o.- Far.

Sprechweise f bildet den Zusammenhang A’ auf den Zusammenhang A
ab.

Proposition 3.5.2 Seien 7 : P — X, n’ : P/ — X' G- (bzw. G'-) Prinzi-
palbiindel; f : P' — P ein Morphismus vom Typ o, derf : X' — X induziert.
Man nimmt an, dass ¢ ein Isomorhismus von Lie-Gruppen ist. Fiir jeder
A € A(P) ezistiert einen eindeutig bestimmten Zusammenhang A" € A(P'),
dessen horizontalen Unterrdumen auf den horizontalen Unterrdumen von A
durch f abgebildet werden.

Sind weiter war bzw. wa die entsprechende Zusammenhangsformen und
Fpr bzw. Fy die Kriimmungsformen, so gilt

ffwa = .- war, [Fa= .- Fa.
Sprechweise A’ ist induziert von A.

Corollar 3.5.3 Sei w: P — X ein G-Prinzipalbiindel; f Y — X differen-
zierbar. Dann induziert jeder Zusammenhang A € A(P) einen Zusammen-

hang f*A € A(f*P).
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3.6 Reduzierbarkeit der Zusammenhinge
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